TOPOLOGIA ALGEBRAICA EN VARIEDADES

GUILLERMO GALLEGO

1. TEORIA DE CATEGORIAS

Definicion 1.1. Una categoria C consiste en

» una clase Obj(C), cuyos elementos se llaman los objetos de C,

» para cada par de objetos A y B de C, una clase Homc (A, B) = Hom(A, B), cuyos
elementos f se denominan morfismos de A a B y se denotan como flechas f :
A— B,

y una ley de composicion, para cada terna (A, B, C) de objetos de C
oc = o: Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C), (f,9) —go f

que cumple la propiedad asociativa y tal que, para cada objeto A de C, existe un morfismo
idg : A — A que actiia como la unidad para la operacién de composicion.

Si, para cada par de objetos (A, B) de C, la clase Hom(A, B) es un conjunto, entonces
decimos que C es una categoria localmente pequena. Si, ademds, la clase Obj(C) es un

conjunto, decimos que C es una categoria pequenia.

Definicion 1.2. Sea f: A — B un morfismo en una categoria C. Decimos que f es

= un monomorfismo si, para cualquier otro objeto C' de C y cualesquiera dos mor-
fismos ¢1, 92 : C — A, se tiene que si f o g1 = f o go, entonces g1 = go;

= un epimorfismo si, para cualquier otro objeto C de C y cualesquiera dos morfismos
g1,92 : B — C, se tiene que si g1 o f = g2 o f, entonces g1 = go;

= un isomorfismo si existe otro morfismo f~!: B — A de modo que f~'o f =idy
y foft=idp.

Observacion 1.3. Nétese que un isomorfismo no siempre es lo mismo que un morfismo que
es un monomorfismo y un epimorfismo. Por ejemplo, una aplicacién biyectiva y continua

no es necesariamente un homeomorfismo.

Definicién 1.4. Un funtor (o funtor covariante) F : C — D entre dos categorias C y
D, asigna, a cada objeto A de C, un objeto F(A) de D y, a cada morfismo f : A — B en
C, un morfismo F(f) : F(A) — F(B), de forma que F(fog) = F(f)o F(g).

1.5. Dada una categoria C, podemos definir su categoria opuesta C°° como la categoria

cuyos objetos son los objetos de C y cuyos morfismos cumplen
Homcor (A, B) = Homc(B, A)

y de modo que gocor f = foc g. Un funtor contravariante de C a D se define como un
funtor F': C°? — D.
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Proposiciéon 1.6. Dado un funtor F' : C — D, para todo isomorfismo f : A — B en C, el
morfismo F(f) : F(A) — F(B) es un isomorfismo en D, con F(f)~! = f~1.

1.7. Es claro que los funtores se pueden componer, y que en cada categoria C se puede
definir su funtor identidad id¢ : C — C, que envia cada objeto y cada morfismo en si
mismo. Esto permitiria a priori definir una categoria Cat cuyos objetos son las categorias
y cuyos morfismos son los funtores entre ellas. En principio esto puede dar lugar a paradojas
légicas de tipo Russell (jes Cat un objeto de si misma?), que se pueden evitar limitando
el tamano de las mismas. Por ejemplo, podemos considerar la categoria CatLP de las
categorias localmente pequenas, que a su vez no serd localmente pequena. En cualquier
caso, existe una nocién natural de “isomorfismo de categorias”, aunque normalmente nos
interesard una condicién menos restrictiva, la nocién de “equivalencia”. Para definirla,

vamos a introducir una nocién de “morfismos de funtores”.

Definicion 1.8. Sean F,G : C — D dos funtores. Una transformacion natural o

morfismo de funtores a: F — G asigna, a cada objeto A de C, un morfismo
ag: F(A) — G(A)

de modo que, para cada morfismo f : A — B en C, el siguiente diagrama conmuta

FA) 29 pep)

\LaA \LaB
G
aa) 29 aB).
Si a4 es un isomorfismo para todo objeto A de C, entonces se dice que « es un isomor-

fismo de funtores.

Definicion 1.9. Una equivalencia de categorias es un par de funtores F : C - D y
G : D — C de forma que G o F es isomorfo a idc y F o G es isomorfo a idp.
Un funtor F': C — D entre categorias localmente pequenas se dice plenamente fiel si,

para cada par de objetos (A, B) de C, se tiene que la aplicacién
F :Hom(A, B) - Hom(F(A), F(B))

es biyectiva.
Un funtor F': C — D se dice esencialmente sobreyectivo si, para cada objeto X de

D, existe un objeto A de C tal que F(A) es isomorfo a X.

Proposicién 1.10. Si (F,G) determina una equivalencia de categorias, entonces los fun-
tores F' y G son plenamente fieles y esencialmente sobreyectivos. Reciprocamente, si F
es un funtor plenamente fiel y esencialmente sobreyectivo, entonces existe otro funtor
G = F~! tal que (F,F~1) es una equivalencia de categorias.

Otra forma de definir equivalencias de categorias es en términos de adjunciones.

Definicion 1.11. Una adjuncion G - F entre dos categorias C y D es un par de funtores
F:C—-DyG:D — Cjunto con dos transformaciones naturales n : idc = Go F'y
€ : F oG — idp, llamadas la unidad y la counidad, respectivamente, de modo que los

siguientes diagramas conmutan
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nOG GoFo(@G — S EFoGoF
\ 2 \l

Decimos que G es el funtor adgunto por la izquierda de F' y que F es el funtor
adjunto por la derecha de G.

1.12. Nétese que una equivalencia de categorias es una adjuncién en la que la unidad y
la counidad son isomorfismos. Por otra parte, dada una adjuncién (F, G) podemos definir,

para cada par de objetos A en Cy X en D, una biyeccion
pa,x : Homp(F(A), X) — Homc (A4, G(X)), f+ G(f)ona,

que es natural en el sentido de que, si tomamos otro par (B,Y), con morfismos f : B — A
y g : X — Y, entonces el siguiente diagrama conmuta

Homp (F(A), X) — LY, Homp(F(B),Y)

lﬂﬂA,X lLPB,Y

Home (A, G(X)) —Y°~°1, Home(B, G(Y)).

Definiciéon 1.13. Sean C una categoria cualquiera y Set la categoria de los conjuntos.
Un prehaz en C es un funtor F' : C°° — Set. Denotamos por PSh(C) la categoria de los
prehaces en C.

Si C es una categoria localmente pequena, para cada objeto X de C podemos definir su

funtor de puntos como el prehaz X : C°P — Set definido por las férmulas
X(A)=Hom(A,X), X(f:A— B)=—of:Hom(B,X)— Hom(A4, X).
El funtor y : C — PSh(C), X — X se denomina la inmersiéon de Yoneda.

Teorema 1.14 (Lema de Yoneda). La inmersion de Yoneday : C — PSh(C) es plenamente

fiel.

Definiciéon 1.15. Sean J y C dos categorias, con J pequena, y sea D : J — C un funtor.

Se define un cono sobre D como un par (N, ) formado por un objeto N de C y una
familia de morfismos ¥ = {¢; : N — D(i),i € Obj(J)}, de modo que, para cada morfismo
a:i— jenJ, tenemos D(a)o1; = 1. Se define un limite de D como un cono (L, ¢) tal
que, para cada cono (N, ) sobre D existe un tinico morfismo u : N — L tal que ¢;ou = 1;
para todo i € J.

Dualmente, se define un co-cono sobre D como un par (N, 1)) formado por un objeto
N de C y una familia de morfismos 1 = {¢; : D(i) — N,i € Obj(J)}, de modo que, para
cada morfismo a : ¢ — j en J, tenemos 1j o D(a) = 9;. Se define un colimite de D como
un co-cono (L, ¢) tal que, para cada co-cono (N,v) sobre D existe un dnico morfismo
u: L — N tal que u o ¢; = 1; para todo i € J.

Observacion 1.16. Se sigue de las propiedades universales en las definiciones los limites y
los colimites, si existen, entonces son tinicos. En tal caso, denotamos el limite de un funtor

D como lim D, y su colimite como colim D.
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Observacion 1.17. La idea de los conos y los co-conos es pensar que J es una categoria
cuyos objetos indexan objetos de C, y que el funtor D determina un diagrama conmutativo
de morfismos en C. Un cono es un objeto con una serie de flechas a cada uno de los puntos

del diagrama, y el limite es el cono “més cercano” al diagrama que podemos poner.

Ejemplo 1.18. Veamos algunos ejemplos de limites y colimites:

» Si J es la categoria vacia (sin objetos y sin morfismos), entonces sélo existe un
fuctor de J a cualquier categoria, el funtor vacio. El limite de este funtor, si existe,
es simplemente el objeto L tal que, para cualquier otro objeto N de C, existe un
Unico morfismo u : N — L. Se dice que L es un objeto terminal. Dualmente, el
colimite de este funtor, si existe, es el objeto final.

= Si J es una categoria que tiene por morfismos tinicamente a la identidad de cada
objeto, entonces un funtor D : J — C es simplemente un conjunto de objetos de
C indexado por Obj(J). El correspondiente limite lim D, si existe, se denomina el
producto de D, y se denota como

lim D =[] D(i).
ieJ
Los morfismos ¢; = pr; : lim D — D(i) son las proyecciones. El colimite colim D,
si existe, se denomina el coproducto de D, y se denota como
colimD = H D(i).
i€J
Los morfismos ¢ = i; : D(j) — colim D son las inclusiones.

= Si J es una categoria con dos objetos Obj(J) = {0,1} y que tiene por tnicos
morfismos entre ellos dos morfismos a,b : 0 — 1, entonces un funtor D : J — C es
un par de objetos X y Y de C con dos morfismos f,g: X — Y. El correspondiente
limite, si existe, se denomina el ecualizador de f y g. Dualmente, si existe el
colimite de un funtor D : J°P — C, se denomina el coecualizador de f y g.

» Supongamos que J es una categoria con tres objetos Obj(J) = {0, 1,2} y que tiene
por tnicos morfismos entre ellos dos morfismos a : 0 — 2 y b: 1 — 2. Un funtor
D :J — Ces una terna de objetos X, Y y Z de C con dos morfismos f: X — Z y
g Y — Z. El correspondiente limite, si existe, se denomina el producto fibrado

o “pullback”, y se denota por
ImD =X Xz Y=X X(Z,f,g) Y.

Un funtor D : J°? — C es una terna de objetos X, Y y Z de C con dos morfismos
f:7Z — Xyg:Z — Y. El correspondiente colimite, si existe, se denomina el

coproducto fibrado, suma amalgamada o “pushout”, y se denota por
colmD=XUzY =X I—'(Z,f,g) Y.

= Un conjunto dirigido J puede convertirse en una categoria pequena si anadimos
un morfismo 7 — j para cada par de elementos ¢,7 € J con ¢ < j. Un funtor
D : J°? — Cse denomina un sistema inversoy el limite de D es el correspondiente
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limite inverso (también llamado limite proyectivo), que se denota por
limD = l&nD(z)
eJ

Un funtor D : J — C se denomina un sistema directo y el colimite de D es

el correspondiente limite directo (también llamado limite inductivo), que se

denota por

colim D = hgnD(z)
i€J

1.19. Representabilidad y densidad. Sea C una categoria y sea F : C°P — Set
un prehaz. Una pregunta natural es si existe algin objeto X € C°P tal que F = X =
Hom(—, X). En ese caso, decimos que F' es un funtor representable. En general, no
todo prehaz es un funtor representable, pero si que se puede obtener como un colimite de
funtores representables. Para ello, definimos la categoria de pares [ F cuyos objetos son
los pares (A, x) con A un objeto de Cy x € F(A), y tal que un morfismo entre dos pares
(A,z) — (B,y) estd dado por un morfismo f : A — B tal que F(f)(y) = . Podemos

entonces considerar el diagrama
Dy : /F Ly PSh(C), (4,2) > A.

Teorema 1.20 (Teorema de densidad).
F = colim Dp.

Demostracion. Basta probar que existe, para todo prehaz G : C°P — Set, existe una

biyeccién natural
Hompgp(c) (F, &) = Hompyy(f ppsn(cy) (D Ca),

donde Cg : (A, x) — G es el funtor constante en G.

Supongamos entonces que « : Dp — Cg es un morfismo. Este estd dado por una
coleccién de morfismos as, : A — G, para cada par (A,z), de modo que para cada
morfismo de pares f : (4,2) — (B,y), se tiene que apy o f* = a4 . El lema de Yoneda
dice que hay una biyeccién natural G(A) = Hom(A, G). Por tanto, cada morfismo a4
corresponde a un elemento g4 , € G(A) de modo que (Gf)(9B,y) = ga,»- Definimos ahora
las aplicaciones

0a:F(A) = G(A), x— gaz,
que determinan una transformacion natural 6§ : F' — (. Esta construccién es claramente
reversible, y permite recuperar « : Dp — Cg partiendo de 6, por lo que tenemos la

biyeccién que buscabamos. O

2. ALGEBRA HOMOLOGICA 1: CATEGORIAS ABELIANAS

Definicidon 2.1. Una categoria aditiva A es una categoria con las siguientes propiedades:
1. Para cualesquiera dos objetos A y B de A, la clase Hom(A, B) es un grupo abe-
liano y, para cualesquiera tres objetos A, B y C, la aplicacién de composicién

o: Hom(A, B) x Hom(B, C) — Hom(A, C') es un homomorfismo de grupos.
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2. Existe un objeto 0 de A cuya identidad es el elemento neutro, es decir, tal que
idg = 0 € Hom(0, 0).
3. Para cualesquiera dos objetos A y B de A, existe su producto, que se denota por

A @ By se denomina la suma directa de Ay B.

Observacion 2.2. Algunos comentarios:

1. El objeto 0 es tinico y ademés es un objeto inicial y un objeto final de A.
2. Al existir el producto A & B = A x B, también existe el coproducto A U B, que
ademas es isomorfo a A & B.

Definiciéon 2.3. Si f : A — B es un morfismo en una categoria aditiva A, definimos
su nucleo ker f — A como el ecualizador de f y el morfismo 0 : A — B. Dualmente,
definimos su conicleo B — coker f como el coecualizador de f y 0 : A — B. Se define
la coimagen coim de f como el contcleo del morfismo ker f — A, y la émagen im de f

como el nucleo del morfismo B — coker f.

Notese que si un morfismo f tiene ntcleo, contcleo, imagen y coimagen, entonces fac-

toriza de manera tnica como A — coim f — im f — B.

Definicion 2.4. Una categoria abeliana A es una categoria con las siguientes propie-
dades:

1. A es aditiva.
2. Existe el nicleo y el contcleo de todos los morfismos de A vy,
3. (Teorema de isomorfia) Para todo morfismo f de A, el morfismo natural coim f —

im f es un isomorfismo.

Observacion 2.5. Comentemos algunas propiedades de las categorias abelianas.

1. En una categoria abeliana, un morfismo es un monomorfismo si y solo si su ntcleo
es 0 y un epimorfismo si y s6lo si su contucleo es 0.
2. Hay una nocién de cociente: dado un monomorfismo 7 : A — B, se define el cociente
B — B/A como el conicleo B — B/A = cokeri.
3. En cualquier categoria abeliana se puede definir la nocién de complejo de cocadenas:
una sucesién de morfismos
i—2

A® - ... d Ai—l di-1 Az’ d’ Ai-i-l

es un complejo de cocadenas si d; o d;_1 = 0 para todo i. En un complejo de

di+1
e

cadenas, el morfismo d;_ factoriza por un monomorfismo im d;_1 < ker d;. Decimos
que A® es exacto en A’ si este monomorfismo es un isomorfismo.
4. Un complejo de cocadenas que es exacto en todos sus puntos se denomina una

sucesion exacta. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

0 A B C 0.
En este caso, nétese que A =ker(B — C) y C = B/A.

5. El “fallo de la exactitud” se puede medir con la cohomologia: para cada i, se define

el i-ésimo objeto de cohomologia de A® como el cociente

H'(A®) =kerd;/imd;_;.
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Hay una nocién natural de morfismo entre complejos de cocadenas, lo que permite
definir una categoria Ch(A) de complejos de cocadenas. Resulta que esta categoria
también es abeliana. La asignacién A® — H?(A®) que manda cada complejo de

cocadenas a su i-ésimo objeto de cohomologia es de hecho un funtor
H': Ch(A) — A.

6. En cualquier categoria abeliana se puede probar el lema de la serpiente y, equi-
valentemente, la existencia de sucesion exacta larga en cohomologia. Esto es,
dada una sucesién exacta corta

0 A* B* (O 0

de complejos de cocadenas, existe un morfismo §; : H'(C®) — H*t1(A®) y una

sucesion exacta
O HI(A) —— HI(B®) —— HI(C®) 2y Bt (AY) —— ..
7. Sélo necesitaremos considerar complejos A® que sean acotados: esto quiere decir
que existe un N € N tal que H"(A) = 0 para todo n > N y para todo n < —N.

Esto nos determina una subcategoria abeliana Chb(/-\) de complejos de cocadenas
acotados.

Definiciéon 2.6. Sean A y B dos categorias abelianas y F' : A — B un funtor. Decimos
que F' es aditivo si induce homomorfismos de grupos entre los grupos Hom. Ademas, si
F es aditivo, decimos que es:
= exacto por la izquierda, si para toda sucesion exacta corta0 - A —- B — C — 0
en A, la sucesién
0 — F(A) —— F(B) —— F(C)
es exacta;

= exacto por la derecha, si para toda sucesién exacta corta 0 > A — B — C — 0

en A, la sucesion
F(A) —— F(B) —— F(C) —— 0
es exacta;

= exacto si es exacto por la izquierda y por la derecha.

Observacion 2.7. Notese que un funtor aditivo preserva sumas directas, es decir, F'(A &
B)=F(A) @ F(B).

2.8. Teorema de representabilidad. Sea Ab la categoria de los grupos abelianos, y
sea F' : A°? — Ab un funtor exacto por la izquierda. Consideremos la correspondiente
categoria de pares [ F, y recordemos que por el teorema de densidad F' puede recuperarse
como un colimite F' = colim(Dp : [ F — PSh(C)). Una pregunta natural es si puede
recuperarse como un limite directo. Para ello, introducimos la nocién de par minimal. Un
par (A,z) se dice que es minimal si todo epimorfismo de pares (A,z) — (B,y) es un

isomorfismo.

Teorema 2.9 (Teorema de representabilidad). Supongamos que para todo par (A, x) existe
un par minimal (B, y) y un morfismo de pares (A,x) — (B, y). Entonces existe un conjunto
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dirigido I y un sistema directo I — A, i — A; de modo que F se obtiene como el siguiente
limite directo de funtores representables
= lim A;.
el
Ademds, si F' cumple que, para todo sistema directo I' — A,
F(limp X;) = lim F(X;),
icl’ icl’

entonces F' es representable; es decir existe un objeto A de A tal que

F = A =Hom(—,A).

Demostracion. Para un par minimal (A, z) y cualesquiera dos morfismos de pares f1, fo :

(B,y) — (A, x), se tiene que fi = fo. En efecto, tenemos una sucesién exacta en A

fa—

B4 P, coker(fa — f1) —— 0.

Invirtiendo el sentido de las flechas y aplicando F', obtenemos una sucesién exacta

0 —— F(eoker(fao — f1)) —2 F(4) 221 p(B).

Ahora,
(fo= 1) (@) = f3(2) = fi(x) =y —y =0,
de modo que tenemos un epimorfismo de pares p : (4,z) — (coker(fa — f1),z). Ahora,
como (A, x) es minimal, este morfismo es un isomorfismo, y por tanto coker(f, — f1) = A,
con lo cual f; = f5. Esto nos permite identificar la subcategoria de los pares minimales
con un conjunto dirigido I. Como todo par admite un morfismo a un par minimal, para
calcular el colimite de Dp : [ F — PSh(C'), basta hacerlo con los pares minimales, de
modo que
F = colim Dy = colim;e; D (A;, ;) = colimer A; = hﬂé
i€l

Finalmente, ndtese que la familia z = (x;);er es un elemento de i, F (A;). Definimos

entonces
= hg A;.
el
Si ademas F' envia limites inductivos a limites proyectivos, entonces
F(A) = F(lim 4;) = lim F(A
el el

de modo que x € F(A). Tenemos entonces un par (A,z). Como existe un morfismo
(A,z) — (A',2') a un par minimal, entonces existe un morfismo de cualquier par al
par (A’,2) y en particular ha de suceder que (A’,z') = (A, z). Concluimos que

F:A/:Aa

de modo que F' es representable. ]
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3. ALGEBRA HOMOLOGICA 2: LA CATEGORIA DERIVADA

Definiciéon 3.1. Un morfismo de complejos de cocadenas f : A* — B® es un cuasi-
isomorfismo si el morfismo inducido f, : H'(A®) — H*(B®) es un isomorfismo para
todo 4. Se define la categoria derivada (acotada) de A como la categoria D?(A) con la

siguiente propiedad universal: existe un tnico funtor R : Ch®(A) — D(A) tal que

1. R envia cuasi-isomorfismos en isomorfismos,
2. para cualquier otra categoria C y cualquier otro funtor F' : Chb(A) — C que envie
cuasi-isomorfismos en isomorfismos, se tiene que F' factoriza por R.

La construccion de la categoria derivada se hace por un procedimiento estandar llamado
“localizaciéon”, pero que no vamos a explicar aqui. En cualquier caso, nos aproximaremos
a dar una descripcién de la categoria derivada. El primer paso es introducir la nocién de

homotopia.

Definicion 3.2. Sean f,g : A®* — B® dos morfismos de complejos de cocadenas. Una

homotopia h entre f y g es una sucesién de morfismos h; : A* — B*~! de forma que
hiy1oda+dpoh; = fi — gi.

3.3. La homotopia determina una relacién en los morfismos de Ch®(A). Esto nos permite
cocientar por esta relacion, y definir la categoria Kb(A) cuyos objetos son los mismos que
los de Ch®(A), pero ahora

Homysa) (A%, B*) = Homgyo(a) (A%, B®) / homotopfa.

Se ve inmediatamente de la definicién de homotopia que dos morfismos homoto6picos defi-
nen el mismo morfismo en las cohomologfas, de modo que los funtores H* : Ch®(A) — A
descienden a funtores H : K®(A) — A. Una equivalencia de homotopia es un morfismo
en Ch’(A) que determina un isomorfismo en K’(A). Decimos que dos complejos de coca-
denas son homotépicamente equivalentes si son isomorfos en K°(A). Es claro entonces
que dos complejos homotdpicamente equivalentes son cuasi-isomorfos; por tanto, el funtor
R : Ch®(A) — DY(A) desciende a un funtor K’(A) — DP(A).

3.4. Un complejo de cocadenas A® se dice contractible si existe una homotopia entre la
identidad id 4+ y 0. En otras palabras, A® es contractible si existe un morfismo de complejos
h:A® — A*! tal que

hod+doh =1idge.

3.5. Dado un morfismo f : A* — B*® de complejos de cadenas, se define su cono como el
complejo Cono(f)® con
Cono(f)' = B' @ A™!

y donde el morfismo d’ : Cono(f)* — Cono(f)"*! estd dado por la matriz

d = dp f :
0 —d!

Noétese que hay una sucesién exacta corta de complejos

0 B* Cono(f)* Atl 0
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que induce una sucesién exacta larga en cohomologia
i . . . 8; .
. = HY(B*) —— H'(Cono(f)*) —— H'(A®) 2 H*Y(B®) —— ---.
Por tanto, si f es un cuasi-isomorfismo, entonces Cono(f)*® es cuasi-isomorfo a 0.
Proposicién 3.6. Si Cono(f)® es contractible, entonces f es una equivalencia de homo-

topia.

Demostracién. Sea h : Cono(f)® — Cono(f)*~! una homotopia entre idcono(f)s ¥ 0, que

Lo (4w
=\, o)
conu: B* = Bl w: At 5 B*7l g B* - A® v = A*t! 5 A°. Tomando las

componentes diagonales de la ecuacion hd + dh = idgone(f) Obtenemos

podemos escribir como una matriz

udp + dgu =idg — fg
(—v)da + da(—v) =ida —gf.
Por tanto, g es la inversa de f en Kt (A). O

3.7. Nétese que a priori puede haber complejos que no sean homotépicamente equivalen-
tes, pero que si sean cuasi-isomorfos, de modo que la categoria derivada no los distingue.
Si queremos hallar unos representantes adecuados, debemos buscar complejos que sean
isomorfos en K°(A) si y sélo si son cuasi-isomorfos. Para ello introducimos los objetos

inyectivos.

Definiciéon 3.8. Un objeto I en una categoria es inyectivo si, para todo monomorfismo
1 : X — Y y para todo morfismo f : X — I, existe un morfismo g : ¥ — I tal que
goi= f. Llamamos complejo inyectivo a un complejo cuyos objetos son inyectivos.
Dualmente, un objeto P en una categoria es proyectivo si, para todo epimorfismo
p: X — Y y para todo morfismo f : P — Y, existe un morfismo g : P — X tal que

pog = f. Llamamos complejo proyectivo a un complejo cuyos objetos son proyectivos.

Proposicion 3.9. Sea I° un complejo de cocadenas inyectivo acotado. Si I* es cuasi-
isomorfo a 0, entonces es contractible.
Dualmente, si P* es un complejo de cocadenas proyectivo acotado, entonces si P® es

cuasi-isomorfo a 0 es contractible.

Demostracion. Hacemos la demostracion para inyectivos, y la demostracién para proyec-
tivos es completamente andloga. Como I® esta acotado inferiormente, existe un N tal que
I™ = 0 para todo n < N. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que N = 0.
Tenemos entonces que I° = ker(d : I' — I?). Definimos K' = I'/I® = ker(d : I? — I3) y

obtenemos una sucesién exacta corta

0 1° It K1 0.

Ahora, como IV es inyectivo, aplicando la condicién al monomorfismo I — I' y a la

identidad id;o, tenemos un morfismo I' — I° que escinde la sucesién exacta corta, y da
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un isomorfismo I' = I°@ K. Esto implica que K también es inyectivo. Tomamos ahora
K2 =1%/K' =ker(d : I* — I*), y obtenemos una sucesién exacta corta

0 Kt 12 K2 0.

Iterando este proceso, obtenemos sucesiones exactas cortas

0 —— K1 It K? 0,

para cada i > 0, cada una de las cuales escinde como I’ = K*~! @ K* ya que todos los

K son inyectivos. Asi visto, el morfismo d; : I* — I'T! puede escribirse como la matriz

g (0 k)
0 0

Por tanto basta considerar la familia de morfismos h; : I* — I'~1 dados por las matrices

- 0 0
idg, , 0

y tenemos que dh + hd = idje. g

Proposicion 3.10. Sean I°® y J® complejos de cocadenas de objetos inyectivos. Todo
cuasi-isomorfismo f: I* — J® es una equivalencia de homotopia.
Dualmente, si P* y Q® son complejos de cocadenas de objetos proyectivos, entonces todo

cuasi-isomorfismo f : P* — Q° es una equivalencia de homotopia.

Demostracion. Basta ver que, si f es un cuasi-isomorfismo, entonces Cono(f)® es contrac-
tible. Pero, como Cono( f)® es cuasi-isomorfo a 0 y sus términos son inyectivos (ya que son

suma directa de inyectivos), lo que se quiere probar se sigue de lo anterior. ]

3.11. Hemos visto entonces que dos complejos inyectivos (o proyectivos) son cuasi-isomorfos
si y sélo si son homotdpicamente equivalentes o, lo que es lo mismo, que son isomorfos en
KP(A) si y sélo si lo son en D?(A). Resulta que es posible demostrar algo atin mas fuerte:
la restriccién del funtor R : Ch®(A) — D’(A) a la subcategorfa Ch®(Inj A) formada por
los complejos inyectivos acotados desciende a un funtor plenamente fiel

K’(Inj A) — DP(A).

Dualmente, la restriccion a la categoria Chb(Proj A) de los complejos proyectivos acotados

desciende a un funtor plenamente fiel

K°(Proj A) — DY(A).
La pregunta natural entonces es si estos funtores son esencialmente sobreyectivos.
Definicion 3.12. Se dice que una categoria abeliana A tiene suficientes inyectivos si,
para todo objeto A de A existe un monomorfismo A < I, con I un objeto inyectivo.

Se dice que una categoria abeliana A tiene suficientes proyectivos si, para todo
objeto A de A existe un epimorfismo P — A, con P un objeto proyectivo.
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Proposicion 3.13. Si A es una categoria con suficientes inyectivos, entonces todo com-
plejo de cocadenas acotado en A es cuasi-isomorfo a un complejo inyectivo. En tal caso,
el funtor K®(Inj A) — DP(A) es una equivalencia de categorias.

Dualmente, si A es una categoria con suficientes proyectivos, entonces todo complejo de
cocadenas acotado en A es cuasi-isomorfo a un complejo proyectivo. En tal caso, el funtor

K°(Proj A) — D®(A) es una equivalencia de categorias.

Observacion 3.14. Dado un complejo A® acotado, se denomina una resolucion inyectiva
a un complejo inyectivo I® junto con un cuasi-isomorfismo 1 : A® — I°®. Si existe tal
resolucién, entonces es tnica salvo homotopia. En tal caso, podemos identificar la imagen
R(A®) = R(I*) € D’(A) simplemente como la clase de homotopia del complejo inyectivo
I°, a través de la equivalencia de categorias anterior. Analogamente, podemos definir la
nocién de resolucién proyectiva P* — A*® e identificar R(A®) = R(P*) € D*(A) como

la clase de homotopia de una resolucién proyectiva P°®.

Demostracion. Hacemos la demostracion en el caso inyectivo (el proyectivo es andlogo)
y para un complejo concentrado en grado 0; la prueba general es tediosa, pero rutinaria.
Dado un objeto A de A, se trata de construir una resolucion inyectiva de A. Comenzamos
por considerar un objeto inyectivo I con un monomorfismo A < I°, y tomamos el
cociente A/I°. Tomamos entonces otro objeto inyectivo I' junto con un monomorfismo
A/I° — T'. Tenemos una sucesién exacta 0 — A — I° — I'. Procediendo inductivamente,
obtenemos una sucesién exacta 0 — A — I° — I' — I? — ..., y en consecuencia un

cuasi-isomorfismo A — I°. O

Ademads, tomar resoluciones es funtorial.

Proposicién 3.15. Sea f : A — B un morfismo en una categoria abeliana A. Si A — I
es una resolucion inyectiva y B — Cp es un cuasi-isomorfismo, entonces existe un unico
(salvo homotopia) morfismo de complejos f® : 1§ — C% tal que el siguiente diagrama
conmuta

A—— I

I

B — Cp.
Dualmente, si C§ — A es un cuasi-isomorfismo y Py — B es una resolucion proyectiva,
entonces existe un unico (salvo homotopia) morfismo de complejos f* : C% — Pp tal que
el siguiente diagrama conmuta

cy — A

)

Py —— B.

Demostracion. Se ve facilmente componiendo y usando la propiedad de ser inyectivo/pro-

yectivo para extender. ]

Definicion 3.16. Sea F': A — B un funtor aditivo exacto por la izquierda y supongamos
que A tiene suficientes inyectivos. Definimos el funtor derivado por la derecha de F
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como el funtor
RF :DY(A) ~ Kb(Inj A) — D(B) : [I°*] = R(F(I*)).

Ademés, para cada i € Z, definimos el i-ésimo funtor derivado por la derecha de F
como el funtor

R'F:A—B: A HY(RF(A)),
donde vemos A como un complejo concentrado en grado 0.

Sea F' : A — B un funtor aditivo exacto por la derecha y supongamos que A tiene
suficientes proyectivos. Definimos el funtor derivado por la izquierda de F' como el
funtor

LF :D°(A) ~ K°(Proj A) — D(B) : [P®] — R(F(P*)).
Ademéds, para cada i € Z, definimos el i-ésimo funtor derivado por la izquierda de
F' como el funtor
LiF:A—B: A HY(LF(A)),

donde vemos A como un complejo concentrado en grado 0.

Observacion 3.17. Notese que, si F' es un funtor exacto por la izquierda, entonces
R'F(A) = H'(F(I*)),

donde A — I*® es una resolucién inyectiva. En particular, RVF(A) = F(A). Similarmente,
para F' exacto por la derecha y una resolucién proyectiva P®* — A. Los funtores derivados
nos permiten “continuar” las sucesiones exactas por el lado por el cual el funtor original

no es exacto.

Proposicion 3.18. Si F' : A — B es un funtor aditivo exacto por la izquierda y A tiene

suficientes inyectivos entonces, dada una sucesion exacta corta
0 A B C 0,
se tiene una sucesion exacta
0+ A—B—C— RF(A) — R'F(B) - R'F(C) — R*F(A) — ---

St F : A — B es un funtor aditivo exacto por la derecha y A tiene suficientes proyectivos

entonces, dada una sucesion exacta corta
0 A B C 0,
se tiene una sucesion exacta

<o = LoF(C) — L1F(A) - WF(B) - LWF(C) - F(A) — F(B) — F(C) — 0.

Demostracion. Probamos el caso exacto por la izquierda y el otro se prueba igual. To-
memos resoluciones inyectivas A — I, B — I y C — I?. Por la funtorialidad de las

resoluciones inyectivas, obtenemos una sucesién exacta de complejos

0 I3 I3 I3 0.

Pero ademaés, como todos estos complejos son inyectivos, tenemos que Iy = I @ Ip.
Ahora, un funtor aditivo preserva sumas directas, de modo que

F(Ip) = F(I3) © F(I&).
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Por tanto, tenemos una sucesion exacta de complejos
0 — F(I}) — F(Ip) — F(I3) —— 0.
Tomando la sucesién exacta larga en cohomologia, se tiene lo que se queria probar. ([l

3.19. Las resoluciones inyectivas (o proyectivas) a veces son complicadas de manejar o de
describir explicitamente. En la practica lo habitual es trabajar con resoluciones aciclicas,
que aunque no sean inyectivas o proyectivas, bastan para calcular los funtores derivados.

Definicién 3.20. Sea F un funtor exacto por la izquierda (resp. exacto por la derecha).
Un objeto Q de A es F-aciclico si R'F(Q2) = 0 (resp. L;F(Q) = 0) para todo i # 0. Un
complejo aciclico 2* es un complejo cuyos términos son todos aciclicos. Una resolucion
F-aciclica de un complejo A® en A es un cuasi-isomorfismo A®* — Q° (resp. Q* — A®) con

Q* aciclico.

Proposicién 3.21 (Teorema de de Rham abstracto). Sea F' un funtor exacto por la
izquierda (resp. exacto por la derecha), A® un complejo de cadenas en A, y A* — Q° (resp.
Q°* — A®) una resolucion F-aciclica. Entonces existe un isomorfismo

RF(R(A®%) = R(F(Q%))
(resp. LE(R(A®)) =2 R(F(Q°))). En particular, dado un objeto A de A,
R'F(A) = HY(F(Q%))
(resp. L;F(A) = H7{(F(Q*))).

Demostracion. Lo probamos para el caso exacto por la izquierda, y el otro es igual. Sea
A — I® una resolucién inyectiva y f : I®* — Q° un morfismo de complejos tal que el

siguiente diagrama conmuta

A——1T°

o s

A—— Q°

(sabemos que este complejo existe por (TO DO: REF)). Tanto la identidad como las dos
aplicaciones horizontales son cuasi-isomorfismos, y por tanto f también lo es. Tenemos
entonces que el complejo Cono(f)® es cuasi-isomorfo a 0. Recordemos ademds que existe

una sucesion exacta corta
0 —— I* —— Cono(f)* —— Q**1 —— 0.
Ahora, como 2° es aciclico, tenemos una sucesién exacta corta
0 —— F(I*) —— F(Cono(f)*) —— F(Q*tY) —— 0.
Tomando la correspondiente sucesion exacta larga en cohomologia, tenemos
- — HY(F(Q*) — R'F(A) — HY(F(Cono(f)*)) — H*YF(Q®) — - .

Ahora, como Cono(f)® es F-aciclico y cuasi-isomorfo a 0, entonces H*(F(Cono(f)*)) =0
para todo i, de modo que obtenemos isomorfismos H!(F(Q°®)) & R'F(A) para todo i. [
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4. TEORIA DE HACES EN VARIEDADES

4.1. Para definir la teoria de haces en variedades, vamos a definirla en una clase de
espacios ligeramente mas general, que incluye también a subespacios cerrados de variedades
diferenciables que podrian no ser subvariedades regulares. Denotamos entonces por Var la
subcategoria de la categoria de espacios topolégicos cuyos objetos son espacios topoldgicos
homeomorfos a algtin subespacio topolégico de algin R"™. Esta categoria incluye a todas
las variedades diferenciables, pero también a todos sus subespacios cerrados. Se pueden
definir haces de moédulos sobre cualquier anillos, o sobre cualquier haz de anillos, méas
generalmente, pero nosotros sélamente vamos a trabajar con haces de espacios vectoriales

reales. Denotamos por Vectgr la categoria de los R-espacios vectoriales.

Definicién 4.2. Sea X un objeto de Var y denotemos por Op(X) la categoria cuyos
objetos son los subconjuntos abiertos de X y sus morfismos son las inclusiones entre ellos.

Un haz (de R-espacios vectoriales) sobre X es un funtor
F : Op(X)? — Vectr

que satisface la siguiente propiedad:

= Para todo subconjunto abierto U C X, para todo recubrimiento por abiertos U =
Uier Ui de U y para toda coleccién de elementos {s; € % (U;) : i € I} de modo que,
Vi,j el
silv,nu; = siluinu;

existe un unico elemento s € F(U) de modo que s; = s|y, para todo i € I.

Observacion 4.3. Hacemos algunos comentarios:

1. De la definicién se sigue directamente que F (&) = {0}, ya que debe ser un con-
junto final. También se sigue que, si U,V C X son subconjuntos abiertos disjuntos,
entonces

FUNV)=FU)aF(V).

2. Un ejemplo sencillo de haz en una variedad M es el haz C§; que envia cada abierto
U C M al espacio C*°(U,R) de la aplicaciones diferenciables U — R. Otro haz que
serd muy importante para nosotros es el haz constante Ry, que asigna a cada
abierto el espacio Ry (U) de las aplicaciones localmente constantes U — R.

3. Un morfismo de haces serd simplemente una transformacién natural entre ellos
(en tanto que son funtores). Asi, podemos considerar una categoria Shg(X) cuyos
objetos son los haces (de R-espacios vectoriales) en X.

4. Dado un haz & en X y un punto z € X definimos su espiga en x como el colimite
Fp = colimey F(U) ={(U,s):x€U,sc FU)}/ ~,
donde (U, s) ~ (U', ) si existe un abierto U” Cc UNU’' con z € U" y s|y» = §'|ynr.

Definicion 4.4. Una sucesion exacta de haces es una sucesién de morfismos de haces

0 > F > g » H 0,

tal que la sucesién inducida en las espigas
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es una sucesion exacta en Vecty.

Observacion 4.5. Algunos comentarios:

= La definicién de suma directa # @& de dos haces es obvia, y es facil comprobar que
los morfismos de haces forman un grupo abeliano (de hecho, un R-espacio vectorial),
de modo que Shg(X) es una categoria aditiva. Ademas, con esta nocién de sucesiéon
exacta de haces, tenemos nociones de nicleo y de conticleo y no es dificil comprobar
que entonces la categoria Shgr(X) es una categoria abeliana.

= El nicleo ker f de un morfismo de haces f : F — & cumple que

ker f(U) = ker(f(U) : F(U) — €(U)),

para todo U C X. Sin embargo, no se da la misma situacion con el haz coker f, es

decir, en general
coker f(U) # coker(f(U) : F(U) — €(U)).

Se pueden hallar muchas apariciones de este fenémeno: por ejemplo, el logaritmo de
una funcién de variable compleja esta bien definido localmente, pero no globalmente.

= Podemos considerar el funtor de secciones globales
I: ShR(X) — Vectg, ¥ +— ec/"(X)

De lo que acabamos de comentar, se sigue que I' es un funtor exacto por la izquierda,
pero que no es exacto por la derecha. Su funtor derivado serd precisamente el que
da la cohomologia de haces.

4.6. El haz de Godement. Para poder construir los funtores derivados, vamos a ver
que, en efecto, la categoria Shg(X) tiene suficientes inyectivos. Dado un haz &, se define
el correspondiente haz de Godement G(F)

Q(Qf”):UH{s:U% H%:s(x)e%}.
zelU

Noétese que todo elemento de & (U) es naturalmente un elemento de G(%)(U), pero no
necesariamente al revés. Por tanto, tenemos un monomorfismo # — G(%). Ademsds, el
haz G(F) es claramente inyectivo, porque cualquier morfismo a él puede trivialmente
extenderse por 0.

Como ya vimos, el hecho de que haya suficientes inyectivos implica la existencia de
resoluciones inyectivas. Si aplicamos el mismo argumento aqui, pero en vez de tomar una
resolucién inyectiva arbitraria cada vez, tomamos la resolucién de Godement, obtenemos

una resolucién inyectiva canénica asociada a todo haz F
00— F —— GUF) =G(F) —— G (F) — |

denominada la resolucién de Godement.
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Definicién 4.7. Dado un objeto & de Shgr(X) y un nimero entero k € Z, definimos el

k-ésimo grupo de cohomologia de haces de & como el espacio vectorial

H*(F) = R*I(%).

Trabajar directamente con el haz de Godement es complicado, y en la préactica los
funtores derivados suelen calcularse empleando otras resoluciones aciclicas diferentes. Al-
gunas de las mas utiles son las resoluciones por haces finos, que son aquellos que admiten

particiones de la unidad.

Definiciéon 4.8. Un haz % en X es fino si para cualquier recubrimiento localmente
finito X = |J, U; de X existe una familia de morfismos de haces {p; : # — F} (llamados

particiones de la unidad) tal que

L. Ez pi =1,
2. pi(#) = 0 para todo z en algin entorno del complemento de Us.

(TO DO: Ejemplo: PDUs)
Proposicion 4.9. Todo haz fino es I'-aciclico.

Demostracion. En primer lugar, veamos que si & es un haz fino, entonces se tiene que
HY(X,%) = 0. En efecto, si

0 F_o,g P o9

Vv
)

es una sucesion exacta corta 'y h € #Z'(X) es una seccién, podemos tomar un recubriimento
localmente finito X = J, U; de forma que las restricciones h|y, levantan a secciones g; €
g(U;) y, para i, j con U;NU; # @, tenemos secciones f;; € F(U;NU;) con g; — g = o fij)-
Podemos tomar entonces una particiéon de la unidad p; y definir f; = Zj p;i(fij), de modo

que las secciones locales g, = g; — a(f;) cumplen
9 —9;=0i —gj — (Zpk(fik - fjlc)) =gi—9g;j —a(fij) =0
k

y por tanto pegan a una seccién global ¢’ € €(X) con 3(¢') = h.

Consideremos ahora el haz de Godement G(F), y tomemos el cociente #! := G(F)/F.
Los morfismos p; levantan naturalmente a morfismos p; : G(F) — G(F), que a su vez
descienden a morfismos p; : #' — H'. Por construccién, estos p; son particiones de la
unidad. Por tanto %! también es un haz fino. Iterando este proceso, podemos descomponer

la resolucién inyectiva & — G(H'®) en sucesiones exactas cortas

0 y K G(H) —— FHTL —— 0.

Como cada uno de los #* son finos, el funtor I preserva estas sucesiones exactas y ob-
tenemos que el complejo I'(G(H*®)) es exacto. Por tanto, sus grupos de cohomologia son
nulos, lo que quiere decir que RI'(F) = R(I'(G(#*))) = 0. O
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4.10. Imagenes directas. Podemos introducir una versién relativa del funtor de sec-
ciones globales. Dados un haz % en X y una aplicaciéon continua f : X — Y, definimos el

haz imagen directa de F por f como el haz sobre Y
foF 2 U = F(f7HU)).
Esto determina un funtor
fi : Shr(X) = Shp(Y), F — fuF.

Noétese que el funtor de secciones I' en X es igual al funtor ax «, donde ax : X — pt es el
morfismo terminal al punto. El funtor f, es exacto por la izquierda, de forma que podemos
definir su funtor derivado
Rf, : D’(X) — Db(Y).
Resulta que el funtor f, tiene un adjunto por la izquierda, el funtor imagen inversa
F71:She(Y) = Shp(X), F — [ \F
definido como la hacificacién f~ = (fP)! del prehaz

fPF(U) = colimyrycy F (V).

Ademaés, el funtor f~! es exacto, de modo que define directamente un funtor entre las

categorias derivadas
f7H:DY(Y) = DY(X),

que es el adjunto por la izquierda de R f.

4.11. Soportes compactos. A parte del funtor de secciones I', también es interesante

considerar el funtor de secciones con soporte compacto
Ic:Shr(X) — Vectg, F = T'o(F) ={s € F(X) :sop(s) C K, K C X compacto},

donde sop(s) = {z € X : s(x) # 0}. Este funtor también es exacto por la izquierda, y su

funtor derivado da los grupos de cohomologia con soporte compacto
H¥F) = R'T(F).

También es posible considerar una version relativa: asociada a cada aplicacion continua
f: X =Y se define un funtor

f! : ShR(X) — ShR(Y),
la imagen directa con soporte compacto, que asocia cada haz & en X al haz fiF con
HFU)={s¢c F(f~HU)) - flsop(s) = sop(s) — U es propia} .

Notese que hay una transformaciéon natural fi — fi, que es un isomorfismo cuando f es
propia. De nuevo, el funtor fi es exacto por la izquierda, de modo que podemos considerar
su funtor derivado por la derecha

Rfi : D’(X) — D°(Y).
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Vimos que el funtor f, tiene un adjunto por la izquierda, el funtor imagen inversa f~!.
Una pregunta natural seria entonces si el funtor fi también tiene un adjunto. En el caso
que f es propia, entonces f, = fi, cuyo adjunto por la izquierda es f~!. Por otra parte, el
funtor fi en general no tiene un funtor adjunto por la derecha, pero el funtor Rfi si que lo
tiene: la tmagen inversa excepcional

DY) = DY(X).
No probaremos la existencia de f' en total generalidad, pero podemos hacer el caso par-

ticular en que f = ajs es el morfismo terminal aps : M — *.

Teorema 4.12 (Dualidad de Verdier). Para toda variedad diferenciable M, existe un

objeto Dy = a!MR de Db(M) que cumple que, para todo haz F en M,

Hompe ) (F, Dar) = Hompp yeer, ) (RUe(F), R).

Vectg
Este objeto Dy se denomina el complejo dualizante de M.

Demostracion. Comenzamos tomando la resolucién de Godement F — G*(F). Si existe,

el objeto D)y estd caracterizado por la propiedad de que

Home(M)(P/T, Dy) = Homy (T(2%(F)),R).

Vectp)

Si representamos 2s por un complejo inyectivo 23,, entonces, para cada k € Z, la k-ésima

entrada de este complejo esta caracterizada por la igualdad
Hotsh, (1) (F, 23" ) = Homvecr, (Fe(§*(F)), R) = Te(E8(F))*.

Finalmente, la existencia de 9;/11‘: se sigue del teorema de representabilidad aplicado al
funtor

F* : Shp(M)° — Vecty, F — L (%(F))",
de modo que FF = @A}k. O

5. COHOMOLOGIA EN VARIEDADES

Definiciéon 5.1. Sea X una objeto de Var. Para cada k € Z, se define el k-ésimo grupo

de cohomologia de X (con coeficientes en R) como el grupo de cohomologia de haces
H*(X,R) := H*Ry),

donde R es el haz constante R en X.
Maés generalmente, si (X, A) es un par formado por un objeto X de Var y un subespacio
A C X, entonces se define el k-ésimo grupo de cohomologia relativa de (X, A) (con

coeficientes en R) como el grupo de cohomologia de haces
H*(X, A;R) := H*(jiRyy),

donde j : U — X es la inclusién del complemento U = X \ A.

Observacion 5.2. Nétese que H¥(X,R) = H*(X, @; R).

5.3. Axiomas de Eilenberg—Steenrod. Los grupos de cohomologia se pueden definir

de manera axiomética como una coleccién de funtores contravariantes H*, para k € Z, de
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la categoria de pares (X, A) a la categoria de grupos abelianos que cumplen las propiedades
que enunciamos a continuacién. De ahora en adelante, si f es una aplicacion continua entre

pares, denotamos f* = HF(f) para cualquier k.

5.3.1.  Axioma de escision. Dado un par (X, A) y un subconjunto Z C A cuya adherencia
estd totalmente contenida en el interior de A, entonces la inclusién i : (X \ Z, A\ Z) —

(X, A) determina un isomorfismo
it H¥(X,A;R) — H¥(X \ Z, A\ Z;R)

para cada k € Z.
5.3.2.  Azioma de dimension. H°(x) =Ry HF(x) = 0 para todo k # 0.
5.3.8.  Awioma de aditividad. Si X = [[; X; es una uni6n disjunta, entonces H*(X,R) =
5.8.4. Azioma de exactitud. Todo par (X, A) determina una sucesiéon exacta larga en
cohomologia

.= HY(X, A;R) 55 HY(X,R) 5 HF(A,R) — HMI(X, A;R) — ---
dondei: A — Xy j:(X,0)— (X,A) son las inclusiones naturales.

5.3.5.  Azioma de homotopia. Si f,g: (X, A) — (Y, B) son dos aplicaciones relativamente
homotdpicas, entonces f* = g*.

Teorema 5.4. Los grupos de cohomologia que hemos definido cumplen los axiomas de
FEilenberg—Steenrod.

Demostracion. El axioma de dimension es inmediato, mientras que el de aditividad se
sigue de el hecho de que Ry es un haz. Para ver la propiedad de escisién, observamos que
si Z C A es un subconjunto cuya adherencia esta contenida en el interior de A, entonces
U=X\A=(X\2)\(A\ Z), por lo que tenemos un triangulo de inclusiones

U——-X\Zz
(2
X.
Por funtorialidad, tenemos jiR; = (ix o (5')1)(R;/), mientras que por la adjuncién 7, 4 i~
tenemos un isomorfismo

i*: RT(jiRy) — RT((F/)Ry).

El axioma de exactitud se sigue de la sucesion exacta de haces

0 IRy Ry Ry —— 0,

donde i : A — X es la inclusién. Para demostrar el axioma de homotopia, necesitaremos
comparar la cohomologia de haces con otra teoria de cohomologia que lo satisfaga de forma

natural. Esto lo haremos a continuacion. OJ

Definicién 5.5. Se define el complejo de de Rham Q°*(M) asociado a una variedad
diferenciable M como el complejo de cadenas
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QOM) —Ls QY (M) —4s o —Ls QR (M) —Ls QFFL(A) —L

Dado k € Z, se define el k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M como el

grupo de cohomologia

er(d : QOF k41
Hiy (M) = HE Qe (1)) = 5 %(gzﬂffliM?) an),

5.6. Noétese la funtorialidad de las construcciones. Para cada aplicaciéon diferenciable
f : M — N tenemos una aplicacién inducida f* : Q*(N) — Q°(M) que envia cada
forma diferenciable a su pull-back. Veamos que, ademas, la cohomologia de de Rham es
invariante por homotopia. Puesto que toda aplicacién continua se puede aproximar por
aplicaciones diferenciables, bastara considerar homotopias diferenciables entre aplicaciones

diferenciables.

Proposicién 5.7. Sean M y N dos variedades diferenciables, fo, f1 : M — N dos aplica-
ciones diferenciables y f : M x [0,1] = N una homotopia diferenciable entre fy y f1. En-

tonces eziste una homotopia h entre los morfismos de complejos f§, fi : Q*(N) — Q*(M).

Demostracion. Basta demostrar que existe una homotopia hg entre los morfismos de com-
plejos i, 17 : Q°(M x [0,1]) — Q°*(M), donde ig,41 : M — M x [0,1] son las inclusiones
io(x) = (x,0) e i1(x) = (x,1). En efecto, como fo = foigy fi = foiy, si tomamos
h = hg o f* tenemos que, para toda forma diferencial «,

h(da)+d(ha) = ho(f*da) +d(hof*a) = (hod+ dho)(f" ) = (iT —ig) (/") = (9" — f")(«).
Finalmente, la homotopia hy puede construirse como la coleccion de aplicaciones
ho : QF(M x [0,1]) — QF1(M)
1
a—> / 1g,wdt,
0

donde t es la coordenada en [0, 1]. En efecto, para ver que hod+dhg = i] —if, basta calcular

en coordenadas locales 2!, ..., 2". Por la linealidad de hg, basta probarlo en los casos

1. a=alz,t)dt Adzt A -+ A dat—
2. a=ar,t)dx A--- Adxt.

Para el caso 1

a(t, x)dt) dz™ A - A dat

1
= 0; < at > dxd Ndx™ A - A dxtR

1
— (/ d;a(t ) dzd Ada™ Ao A dath,
0
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ho(da) = h (ajOé(t, x)dt \ dzd Adz A A dxik—l)

1
= / aja(tv x)iat (dt A dx? N dxil A A dxik—l)dt
0

1
== </ 3j04(t793)dt> da? Adxtt Ao A dateer,
0
Luego dho(a) — hod(a) = 0. Por otra parte,
(ngt)(l‘,t) = d(t (¢] Z‘O)(‘%t) =
(41dt) 2,0y = d(t 0 01) (2)

Ahora, para el caso 2 tenemos que ig, o = 0, luego dhoar = 0, mientras que

d(0) = 0
d(1) = 0.

1
ho(da) = </ Orau(t, x)dt) dz"' A~ ANdx'? = (a(l,2) —a(0,x))dz" A+ - -Adz' = ija—ija.
0
En ambos casos, concluimos que hg da una homotopia entre ij e }. ]

Corolario 5.8 (Lema de Poincaré). Los grupos de cohomologia de de Rham de R™ son

R sik=0
k I
Hig(R") = ,
0 sik#0.
Demostracion. Basta tomar una equivalencia homotépica entre R™ y un punto. O

Veamos ahora que la cohomologia que hemos definido de hecho coincide con la de de
Rham.

Teorema 5.9. Sea M una variedad diferenciable. Para cada k € 7. existe un isomorfismo
HY(M,R) — HY (M).

Demostracion. Una funcién f: M — R cumple que df = 0 si y s6lamente si es localmente
constante. Por tanto, R,; es el ntcleo del homomorfismo de haces d : Qf, — Q},, y
por tanto tenemos un cuasi-isomorfismo R;, — Qf,. De hecho, este cuasi-isomorfismo
es una resoluciéon I'-aciclica, ya que el complejo R, — €9, es exacto y cada uno de los
Q3 es un haz I'-aciclico. En efecto, para cada punto x € M podemos tomar un entorno
contractible U de x y, por la invariancia homotépica de la cohomologia de de Rham,
tenemos que el complejo R, (U) — Q°(U) es exacto. Por otra parte, la existencia de
particiones diferenciables de la unidad garantiza que los haces €13, son finos, y por tanto,

I'-aciclicos. Concluimos aplicando el teorema de de Rham abstracto. O
Corolario 5.10. Los grupos H*(—,R) son invariantes por homotopfa.

5.11. Cohomologia singular. Otra teoria de cohomologia que es equivalente a H*(—, R)
es la cohomologia singular. Para definirla se consideran las cadenas singulares: recordemos
que una k-cadena singular en X es una aplicacién continua o : [0,1]¥ — X. Para ca-
da k, se define el grupo Ck(X) como el grupo abeliano libre generado por las k-cadenas

singulares, y se define el operador de borde

Ok : C1(X) — Cp(X)
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do(t',.. )= (1) o, .t L ) — o0 )]

Se define el grupo de las k-cocadenas singulares (R-valoradas) como C*(X, R) = Hom(Cy(X),R).
Esto determina un complejo de cocadenas C*(X,R), con dj = 0. Los grupos de cohomo-
logia

HYpo (X, R) := H(C*(X,R))

se denominan los grupos de homologia singular.

Si o es una k-cadena singular en una variedad M y o € QF(M) es una k-forma, se puede

/ae]R

Por el teorema de Stokes, si da = 0, entonces el niimero anterior no depende de la clase

definir el nimero

de o, de modo que obtenemos un homomorfismo en las cohomologias
Iar : Hig (M) — HE (M, R), [a] — / &

Teorema 5.12 (de Rham). Para todo k € Z, el homomorfismo Iqr : HY (M) —

Hskmg(M, R) es un isomorfismo.

Demostracién. Comenzamos por ver que se tiene una resolucién I'-aciclica R, — C*(—,R),
donde cada C*(—,R) es el haz que asocia a cada abierto U C M su grupo de k-cocadenas

singulares R-valoradas. Esto es cierto por los siguientes motivos:

1. Hsomg(X, R) = R para todo X, luego tenemos exactitud en R, — C%(—, R),

2. los grupos de cohomologia singular son invariantes por homotopia cumplen el axio-
ma de la dimension, luego tenemos exactitud en el resto de términos,

3. los haces C*(—,R) son finos (por la existencia de particiones de la unidad), y por

tanto I'-aciclicos.

La aplicacién Igg viene de un emparejamiento entre complejos
I3g : Q*(M) x C*(M,R) - R, (a,0) — /a
ag
de modo que se tiene un diagrama de complejos

R —— QM) —% % RI(R,,)

fd /

R —— C‘(M]R{

donde las flechas marcadas con “ci” son cuasi-isomorfismos porque las resoluciones aciclicas
computan los funtores derivados. Por tanto, I3; también es un cuasi-isomorfismo, que es

justamente lo que queriamos probar. [l

5.13. Cohomologia celular. La forma mas efectiva en la practica de calcular grupos
de cohomologia es utilizar una descomposicion en celdas. Dada una variedad diferenciable

M de dimensién n, una descomposicion en celdas de M es una sucesion de espacios
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topolodgicos
=M 1CMyCM C---C M CMgy1C---CMy1CM,,=M,

donde cada pieza My, llamada el k-esqueleto de la descomposicién, se obtiene de la an-
terior My_; pegando una cantidad finita {e1,..., e } de espacios, denominados k-celdas,
todos ellos homeomorfos a la bola cerrada unidad en R*, a lo largo de su frontera. El

numero

se denomina la caracteristica de Euler de M.

Se tiene entonces un isomorfismo
k Y
HY(My, Mj_1;R) = R%*,

para cada k € Z. Estos grupos encajan en el siguiente diagrama

H*(Mj11,R) = HF(M,R) HF(Mj1,R) =0
\ "
H*(M,,, R)
/ \
sy HFY(My_y, My_o; R) H*(My, Myy_1;R) ———————————— H**'Y(Mpyy, Mj;R) —— -
\
HFY(M;,_1,R) HY (M1, R).

Este diagrama nos dice que podemos considerar el complejo celular CH®(M,R) con
CH¥(M,R) = H*(Mj, My_1;R) = R y que sus grupos de cohomologia coinciden con los
grupos H*(M,R). Concluimos que
X(M) = x(RT(Ry)) = > (=1)* dim H* (M, R).
k
Aqui, recordamos que la caracteristica de Euler de un complejo A® de espacios vectoriales
se define como
X(A%) = (~1)" dim AF.
k
Esta funcién es aditiva, en el sentido de que, si 0 — A®* — B®* — C* — 0 es una sucesién

exacta corta de complejos, entonces
X(B*%) = x(A*) + x(C*).

Ejercicio 5.14. Veamos ahora algunos ejemplos.

1. Esferas. Una n-esfera S™ admite una descomposicién celular con dos celdas: una

0O-celda y una n-celda. Por tanto, su complejo celular CH®(S™, R) es

0 > R > 0 R 0.

Por tanto,

b om ko’ om R sik=0,n
H*(S™",R) =CH"(S",R) =

0  en caso contrario.
2. Superficies compactas orientables. Una superficie compacta orientable de gé-

nero g, que denotamos por X4, puede verse como un poligono de 4g lados con una
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cierta relacién de pegado de los mismos. De aqui se obtiene una descomposiciéon ce-
lular de ¥4 con una O-celda, 2g 1-celdas, y 1 2-celda. El complejo celular CH* (¥4, R)
se escribe entonces como

0 R R29 R 0,

y todas las aplicaciones de este complejo son 0, por las relaciones de pegado de la

superficie. Por tanto,

R sik=0,2
H*(Y,,R) = CH*(Z,,R) ={ R sik=1
0 en caso contrario.

En particular, recuperamos la conocida férmula para la caracteristica de Euler
X(M) =2-2g.

5.15. Cohomologia con soportes compactos. Hemos introducido los grupos de co-
homologia de X como los funtores derivados del funtor I' aplicados al haz constante Ry.
Si en vez de I' utilizamos el funtor I'. de secciones con soporte compacto, obtenemos los
grupos de cohomologia con soporte compacto de X (con coeficientes en R), definidos
como
H(X,R) := HY(X,Rx) = R*Tc(Ry).
Para una variedad diferenciable M, también podemos definir los espacios de formas

diferenciales con soporte compacto
QF (M) = {a € QF(M) :sop(a) c K, K C M compacto} =T.(Q%)),

donde sop(a) = {x € M : a, # 0}. La diferencial exterior de una forma con soporte com-
pacto también tiene soporte compacto; se obtiene entonces el complejo de de Rham
con soporte compacto
d d d d d
QM) —— Ql(Mm) Qk(M) —2 QMY (M) —S— ...,

cuyos grupos de cohomologia son los grupos de cohomologia de de Rham con soporte

compacto

 ker(d : QF(M) — QFL(M))
B (8~ (M) '

El teorema de de Rham abstracto da autométicamente un isomorfismo

Hig (M) = H(Q3(M))

H(IigR,c(M) = Hg(Ma R)7
para todo k € Z.

Proposicién 5.16 (Lema de Poincaré para soporte compacto). Los grupos de cohomologia

con soporte compacto de R" son

ko R sik=n,
H;(R™ R) =
0 sik#n.

Demostracion. Consideramos la esfera n-dimensional S™ y la inclusién natural j : R™ —

S™ definida por compactificacion por un punto oo € S™. Nétese que el funtor I'; :
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Shr(R™) — Vectg ahora puede descomponerse como I'. = I' o j;. Como j; es un funtor

exacto, tenemos que, para todo haz & en R"
H¥(F) = R'T(F) = R*'T (%) = H* (1 F).

En particular, podemos identificar la cohomologia con soportes compactos como una co-
homologia relativa

H(R™,R) = H!(Rgn) = H*(jRg») = H*(S", 00; R).
Por tanto, tenemos una sucesién exacta
- — HFR™ R) — H*(S",R) — H*(x,R) — HM'R“:R) — ---

Ahora, los grupos de cohomologia de la esfera y del punto son

R, sik=0,n
HF(S"R)={ " ’
0, en caso contrario,
R, sik=0,
H*(%,R) =
0, en caso contrario.
Sustituyendo en la sucesién exacta, se tiene lo que se queria probar. O

Corolario 5.17 (Dualidad de Poincaré local). El emparejamiento

OFR™) x Q" FR™) - R, (a, B) — alp
Rn

determina un isomorfismo
HFR",R)* = H" *(R",R).

5.18. Calculo del dualizante. De la dualidad de Verdier se sigue que, para toda va-

riedad diferenciable M existe un complejo dualizante &, que cumple que
HOme(M) (KM, 9M) — Home(VectR) (RFC(RM)y R)
Lo que de aqui se sigue es una serie de isomorfismos
R™"(Du) = HE(M,R)*,

para k € Z. En particular, de la dualidad de Poincaré local se sigue que, para M = R", se
tiene

R™*"T(Pgrn) = H" *(R™, R),
con lo cual existe un isomorfismo (en D?(R™), es decir, un cuasi-isomorfismo)

donde la notacién [n] indica desplazar un complejo n unidades a la izquierda; es decir
C®[n| = C*t".

Globalmente, podemos tomar una variedad diferenciable M de dimensién n y recubrirla
por un atlas M = |J, U;. Cada Uj es difeomorfo a R™ y, por tanto, si fijamos una orientacién

or; en U;, tenemos un isomorfismo ¢; : Dy, = Ry, [n]. Para hallar el dualizante global
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Dy debemos ver como se comparan los distintos ¢; en cada interseccion U; N U;. En
cada una de estas intersecciones tenemos dos orientaciones or; y or; y dos isomorfismos

bi, 05 : Du;nu; = Rln], que se relacionan como

b = oj, s? or; = or;
—¢j, sior; = —or;.

Por tanto, si podemos hallar una orientacion global de M, tenemos que los isomorfismos

¢; pegan a un isomorfismo global ¢ : 2 = R, ,[n]. En general, &), = ory[n], donde ory,

es el haz de orientaciones de M

ory U~ HMNU,R)™.

Una orientacién global de M determina una secciéon global nunca nula de or,s, y por tanto

or)s = R, para una variedad orientable. Hemos probado lo siguiente.

Teorema 5.19 (Dualidad de Poincaré (global)). El complejo dualizante de una variedad
diferenciable M es cuasi-isomorfo a orys. En particular, si M es orientable, el empareja-
miento

QF (M) x Q" F (M) — R, (a,ﬁ)'—>/ alp
M

determina un isomorfismo
HF(M,R)" = H"F(M,R).

6. TEORIA DE MORSE Y TEORIA DEL GRADO

6.1. Funciones de Morse. Otra forma de estudiar la topologia de las variedades dife-
renciables es por medio de las funciones de Morse. Si M es una variedad diferenciable de
dimension ny f: M — R es una funcién, se denomina un punto critico de f a un punto
x € M tal que (df), = 0. Se denota por Crit(f) C M el conjunto de los puntos criticos de
f. La imagen VC(f) C R de este conjunto es el conjunto de los valores criticos. El hes-
stano de f en un punto critico z € Crit(f) es la forma bilineal Hess,(f) : T, M xT, M — R
definida por
Hess (f)(Xz, Yz) = X 0 Ya(f) = Yo 0 Xu(f).

Noétese que, como x es un punto critico, tenemos que [X,Y](f)z = df ([X,Y])z = 0. Se dice
que z es un punto critico no degenerado si la forma bilineal Hess,(f) es no degenerada.
La signatura de esta forma bilineal es en tal caso

(n - )\:Jc(f)a )\x(f))a

donde A\;(f) es un nimero denominado el indice de f en x. Se dice que la funcién f
es una funcion de Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados. El resultado
fundamental es el siguiente.

Teorema 6.2 (Lema de Morse). Si x es un punto critico no degenerado de f de indice
A, entonces existe un sistema de coordenadas local  en torno a x en el cual la funcion f
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puede escribirse como

A
f=1@) =) @)+ Y (@)

i=1 i=A+1

6.3. Caracteristica de Euler via teoria de Morse. Lo interesante ahora es que el
indice de una funciéon de Morse tiene informacion topolégica. Consideramos entonces una
variedad diferenciable compacta M y una funcién de Morse f : M — R. Tomamos ahora
unos valores ag < ... < ay € R\ VC(f) de forma que ap < min f, que ay > max f y que
cada intervalo (ap_1,ay) contiene un tnico valor critico ck.

Para cada a € R, denotamos M, = f~1(a). Si a no es un valor critico, entonces, por
el teorema de la funcién implicita, el subconjunto M, C M es de hecho una subvariedad
regular. Mas generalmente, para cada k = 0,1,..., N, definimos M} = f~!((—o0,ax]).
Esto proporciona una descomposicion

g=MyCM  C---CM,CMypy1 C---CMny_1CMy=M.

Ahora, para cada k tenemos una sucesion exacta de haces
0 — iRy, — Ry, — Ry, — 0,

donde Uy = My11 \ My y donde j : Uy < Mpyq e i : My < My, denotan las inclusiones.
Por tanto,
X(Mii1) = x(My) = X(7Ry,) = > _(=1)" dim H'(Mj 11, My; R).
i
Sumando en k, obtenemos

N N
X(M) = x(My) =Y (x(Mys1) = x(Mg)) = > > (=1)"dim H (M1, My; R).
k=0 k=0 1
Basta entonces calcular las cohomologias relativas H*(Mj.1, My;R). Como f es una
funcién de Morse y M es compacta, hay una cantidad finita de puntos criticos en la
preimagen f~!(cx) = {1,...,2m}. En torno a cada uno de estos puntos z; € f~*(cg),
podemos tomar unas coordenadas en las que f se escribe como

Aj n
F=a—) @)+ Y @)
i=1 i=Aj+1

donde \;j = Az (f). Podemos escribir entonces, para algin & > 0,

Aj n

Fla—o =D~ 3 @)?=—<p=][c;
j=1 | i=1 i=\;+1 j=1
y N
FlUa+e) =D - > @) =+ep =]]c
j=1 | i=1 i=Xj+1 Jj=1

Cada una de las piezas Cj_ es homeomorfa al producto S*~1 x D" % de una esfera de
dimensién A\; — 1 y de una bola cerrada (n — Aj)-dimensional. Por otra parte, cada una
de las piezas C’;r es homeomorfa al producto DY x S"~*~1 Tenemos entonces que el par
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(M1, M) es homotdpicamente equivalente al par
m
H(D)\] X Dn_)\j,SAj_l,Dn_Aj),
j=1

que a su vez es homotopicamente equivalente al par

m

[[@%, 5%
j=1
Ahora, la cohomologia relativa H'(D%,S*~1;R) es isomorfa a R si Aj =1y nula en caso

contrario. Por tanto,

dim H' (M1, MisR) = 6y,
j=1

Concluimos entonces que

N m
XM) =33 (—1) dim H' (Myq, MigR) = > (=1 oy, = > (—1)U).
j=1

k=0 i k=0 i zeCrit(f)

Hemos demostrado lo siguiente.

Teorema 6.4. Si f : M — R es una funcion de Morse, entonces

M) = Y ()M,
2€Crit(f)
6.5. Teoria del grado. Una aplicacion diferenciable propia f : M — N entre dos
variedades de la misma dimensién n induce una aplicacién en las cohomologias con soporte
compacto
f*HYM,R) — H(N,R).

Si My N son orientables, por la dualidad de Poincaré, tenemos isomorfismos H'(M,R) =
H!(N,R) = R. Si ademaés fijamos las orientaciones en M y N, la aplicacién f* determina
una aplicacién lineal

ffF:R—=R, 2+ deg [z,
donde deg f es un ntimero real denominado el grado de Brouwer de f. Més explicita-
mente, componiendo la dualidad de Poincaré con el teorema de de Rham, tenemos que,
para cada w € Q7(N), el grado se obtiene como

Proposicién 6.6. Seay € N un valor reqular de f; es decir, d,f # 0 para todox € f~1(y).
El grado deg f puede calcularse como

degf= )  esla),
z€f~1(y)
donde
+1  sidgf preserva la orientacion

ef(z) =
—1  sid.f invierte la orientacion.

En particular, deg f € Z.
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Observacion 6.7. Notese que, si y es un valor critico, f es un difeomorfismo local en cada
punto z € f~1(y), de modo que f~!(y) es discreto y, como f es propia, la preimagen
f~(y) es finita, de modo que la suma anterior est4 bien definida.

Demostracion. Podemos tomar un entorno conexo V' C N de y cuya preimagen por f es
una unién disjunta
o= I e
zef~1(y)
de entornos U, de cada x € f~(y) y de modo que f restringe a un difeomorfismo f, :=

flu, : Uz — V para cada z. Tomemos entonces una n-forma w € Q7(V). Podemos

descomponer
degf/w—/fw— Z /fw— ef(ac)/w: Z ef(x),
vef~1(z) f(@) Vo sefl@)
donde hemos usado que cada f, es un difeomorfismo. O

La teoria del grado tiene numerosas aplicaciones al estudio de la topologia de las varie-
dades diferenciables. Un ejemplo clasico es el teorema del punto fijo de Brouwer. Primero

probamos algo méas general.

Teorema 6.8. Sea N una variedad compacta, conera y orientada de dimension n y sea
M una variedad compacta, conexa y orientada de dimension n+ 1 y con borde conexo. Si
f:OM — N es una aplicacion continua tal que existe una extension F': M — N, con
Flon = f, entonces deg f = 0.

Demostracion. Tomamos una forma w € Q"(N) y aplicamos el teorema de Stokes

/ ffw= F*w:/ d(F*w):/ F*dw =0,
oM oM M M

ya que dw = 0. g

Corolario 6.9 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda aplicacion continua del disco

n-dimensional en si mismo tiene algun punto fijo.

Demostracion. Supongamos que existe una funcién g : D™ — D" sin punto fijo. Podemos
definir entonces la funcién

= flx)

lz = f@)]”

que es una extension de la funciéon f = Flgn-1 : S"1 — §"~L. Por el teorema, deg f = 0.

F:D"— 8" 2

Sin embargo, la funcién
v tf(2)
[l —tf ()]l
da una homotopia entre f = h(—,1) y la identidad idgn-1 = h(—,0). Por tanto, deg f =
degidgn-1 = 1 y llegamos a una contradiccion.

h:S™ L x[0,1] = 8",z h(z,t) =

O
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6.10. El indice de un campo vectorial. Sea M una variedad diferenciable de dimen-
sion n y X un campo vectorial en M. Supongamos que x € M es un punto en el cual
X, =0, y que es un punto aislado en el conjunto de los puntos con tal propiedad; decimos
que x es un cero atslado de X. En tal caso, podemos tomar una pequena bola cerrada
D en torno a x de forma que X no se anula en ningin otro punto de D. Tomando unas

coordenadas locales @ en D, podemos definir la aplicaciéon

n—1 T X(m)
DAt} = 870 == @

que restringe a una aplicacién X : 0D — S™" 1. Se define el ndice de X en x como el
grado de esta aplicacion

ind, X = deg X.
Si X es un campo que sélo tiene ceros aislados, se define el indice (global) de X como

la suma de sus indices locales
ind X = g ind, X.
x: Xz=0

Resulta que, como veremos a continuacién, este indice global es un invariante topolégico.

Observacion 6.11. Notese que el indice global también puede definirse como el grado de
una aplicacién. En efecto, en torno a cada x con X, = 0 tomamos una bola cerrada D, y
una aplicacién X, : 9D, — S"~! como antes, y definimos
X: [] oD, — 5™
z:X,=0

como X (y) = X, (y), si y € D,. Tenemos entonces que

ind X = deg X.
Proposiciéon 6.12. FEl indice ind X no depende del campo elegido.

Demostracion. Tomemos dos campos Xg y X1 con ceros aislados. Como los campos forman
un espacio vectorial, podemos construir una familia de campos X; dependiente de ¢t que
los interpola
Xi=(1-t)Xo+tXy1, t€]0,1].

Los puntos (¢, x) tales que X;, = 0 forman una subvariedad Z C [0,1] x M, y se puede
construir otra subvariedad N C [0,1] x M que “rodea” a Z y de forma que, para cada
t € [0,1], la interseccién N; = N N {t} x M es una unién disjunta de esferas n — 1-
dimensionales cada una de las cudles contiene un unico cero de X; en su interior. Podemos

entonces definir una aplicaciéon
X:N—[0,1] x s*!
(t, ) — (¢, Xi(x)/[| Xe()]])
y, para cada t, tenemos una aplicacion X; : Ny — 8™~ ! que cumple que

ind X; = deg X;.
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Por tanto, si w € Q"71(S"71) es una forma de grado méximo con |, gn—1w = 1, tenemos,
por el teorema de Stokes,

ind X; — ind Xy = deg X — deg X1 = X*w:/ X*(dw) = 0.
ON N

Por tanto ind Xy = ind X7. ]

Teorema 6.13 (Poincaré—Hopf). Para todo campo X con ceros aislados en M, se tiene
que
ind X = x(M).

Demostracion. Supongamos que f : M — R es una funcién de Morse. Consideremos el

campo gradiente V f, que en coordenadas locales  se define como

Como el indice no depende del campo escogido, basta probar que ind V f = x(M). Ahora
bien, Vf se anula en un punto x € M si y sélo si f tiene un punto critico en z. Por el
lema de Morse, en un cierto sistema de coordenadas local @, la funcién f puede escribirse
como

>\ . .

f=fa) =Y @)+ Y @)

i=1 i=A+1

donde A es el indice de f en x. Por tanto,

Vi(x) = (=2z, ..., —22* 2272 . 22™).
La correspondiente aplicacién Vf : S"~! — S"~! est4 dada por la aplicacién
Vix) = (—zt,..., =2z M 2,
cuyo grado es igual a (—1)*. Por tanto, ind, Vf = (—1)*. Globalmente, obtenemos
ndX =indVf= Y (DU =x(M),
z:(Vf)2=0

como queriamos probar. O

Corolario 6.14 (Lema de Hopf). Sea M C R2N*! una hipersuperficie regular compacta y
orientada y sea m : M — S?N la aplicacién de Gauss, que asocia a cada punto x € M
el vector unitario normal n(x) € S*V en el sentido compatible con la orientacién. Se
tiene que

degn = %X(M)

Demostracion. Tomamos cualquier vector unitario u € SV ¢ R*2V*! que sea un valor
regular de n y tomamos su proyeccion ortogonal a cada espacio tangente T, M, de modo
que obtenemos un campo vectorial X en M; detalladamente

X =u— (n(x),u)n(x).
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Los ceros de este campo X son aquellos z € M tales que (u,n(x)) = 0. Es decir, X; =0

si y solamente si n(x) = +u. Por tanto,

ind X = Z ind, X.

zen~1(tu)

Noétese que la correspondiente aplicacion X invierte o preserva la orientacion si y soélo si
lo hace n, luego el indice local de X en = puede calcularse como

ind; X = en ().
Concluimos que, por el teorema de Poincaré—Hopf,

X(M)=ind X = Z en(x) + Z en ()

zen~1(u) zeEn~1(—u)

= degn + deg(—n) = degn + (—1)2Y degn = 2degn,

luego degn = %X(M) O
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