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Resumen

En estas notas se recogen los contenidos de las tres lecciones de un
curso titulado «Geometria Simpléctica en Mecénica Clasica», impartido
por el autor entre el 9 y el 11 de julio de 2018. En la primera leccion se
introducen las nociones basicas de mecénica en variedades diferenciables,
formulando los formalismos lagrangiano y hamiltoniano de la mecénica
clasica para sistemas naturales y dando asi una motivacion para el estudio
de la geometria simpléctica. En la segunda leccion se introducen conceptos
basicos de geometria simpléctica y su relacion con la mecénica cléscica: el
teorema de Darboux, simplectomorfismos y transformaciones canodnicas,
campos simplécticos y hamiltonianos, el corchete de Poisson y el teore-
ma de Noether. En la tercera leccidon se introduce la nocién de sistema
completamente integrable, se da una idea de la demostracion del teore-
ma de Arnold-Liouville y se dan algunas generalidades sobre movimiento
condicionalmente periddico.






LECCION I: MECANICA EN VARIEDADES

GUILLERMO GALLEGO SANCHEZ

1. FORMALISMO NEWTONIANO

En el formalismo newtoniano, la posicion de un sistema de N particulas viene descrita por

un vector x € R3V de la forma x = (xy,...,Xy), con cada X; = (xl.l,xl.z, x?) describiendo la
posicion de la i-ésima particula. La trayectoria del sistema vendrd dada por una aplicacién

R — R3V

t — x(1).

De acuerdo con la ley de Newton, existe una funcién
F:R*XR’xR — R’
x,v,t) — F(x,v,1),
llamada fuerza, de modo que la trayectoria de cada particula del sistema estd sujeta a la ecuacién
miX; (1) = F(x; (1), %; (1), 1),

con m; la masa de la i-ésima particula.

En este curso s6lo vamos a considerar sistemas conservativos, esto es, que F sea independiente
de las velocidades y del tiempo, F = F(x) y que sea un campo gradiente, es decir, que exista
una funcién V : R* — R tal que

ox1” 0x?" 0x3
Esta V se llama energia potencial del sistema. Definimos la energia cinética de una particula
de masa m como la funcién

F(x):—VV(x):—(aV ov 6V)

T:R*—>R
3
v= 020 — %mv SV = %m Z(v’ 2
—

Notese que
oT
—(V) =
Ew (V)
de modo que, para la particula i-ésima del sistema
d (0T d .j
7 ( -(X 1)) t(mix,]-) = m;x].
Asi, en un sistema conservativo, la ley de Newton toma la forma
d ov
- (—( ,)) — (%),

Podemos considerar ahora un sistema sujeto a ligaduras, que también consideraremos inde-
pendientes de las velocidades y del tiempo (holénomas y escleronomas). Estas ligaduras se
pueden escribir como una funcién

=00 f) RN SR
1
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con componentes independientes, es decir, tales que los vectores V fi, ..., V f, son linealmente
independientes. Estas funciones definen un subconjunto M c R3" de ecuaciones

fix) =0

f F(X) = 0.

Por el teorema de la funcién implicita, como las f; son independientes, M es una subvariedad
regular de R3*V de dimensién n = 3N — r. Esta M se llama espacio de configuracion y n el
numero de grados de libertad.

Ejemplo 1.1. Consideremos el caso de un péndulo esférico: una particula de masa m unida por
una barra rigida de longitud R a un punto del espacio y sujeta a la fuerza de la gravedad

F(x,y,z) = (0,0,-mg).

En este caso la ligadura viene dada por la ecuacién
2ryie =R
de modo que podemos definir la funcién f(x, y, z) = x>+y?+z°—R?y el espacio de configuracién
seré
M = {(x.y.2) € B’|f(x.y.2) = 0} .
Ademéds, Vf(x,y,z) = (2x,2y,2z) es distinto de 0 en todo M, de modo que M es una variedad
diferenciable; de hecho, es una esfera de radio R. O

2. EL ESPACIO TANGENTE

Diremos que una aplicacion ¢ : RP — R? es diferenciable si todas sus derivadas parciales
existen y son continuas'. Mds generalmente, una aplicacion ¢ : X — Y entre dos subconjuntos
arbitrarios X ¢ R? e Y c RY se dice diferenciable si se extiende diferenciablemente, es decir, si
existe una aplicacion diferenciable ® : R” — R tal que el siguiente diagrama conmuta

R —2 3 Ra

I

x —“tsv

Diremos que una aplicacién diferenciable ¢ es un difeormofismo si es biyectiva y su inversa
es diferenciable. Una subvariedad regular de dimension n de un espacio euclidiano R”, para
cierto m > n, es un subconjunto M C R localmente difeomorfo a R", esto es, que para cada
X € M existan una bola B ¢ R™ centrada en x, y un difeomorfismo ¢ : R" — B N M, que
llamamos parametrizacién de M en x.

Si M es una subvariedad regular de R™ de dimensién n con una parametrizacion ¢ en un punto
x € M que se extiende diferenciablemente a @ : R” — R, podemos considerar la diferencial
dedena = go‘l(x), d,®, y definimos el espacio tangente a M en x como T,M = im(d,®D).
Podemos considerar entonces la base holonoma de TyM, definida por las imdgenes de los
vectores de la base candnica: si q = (ql, ...,q") son unas coordenadas en R" y {ey,...,e,}
denota la base candnica de R”, los vectores de la base holénoma son

oo
daD(e;) = 6—qi(a) = 0;®0(a) = dp(a).

Las definicion de la base holénoma no depende de ¢, ya que si ¢ es otra parametrizacion,
entonces el cambio & = ! o ¢ es un difeomorfismo, luego d, 4 es un isomorfismo lineal. Por
la regla de la cadena, d-1(\§ o dyh = dap'y, como dyh es un isomorfismo lineal, dy-1¥ y

IRealmente esto quiere decir que es de clase C*
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d,p tienen la misma imagen. Ademds, si cambiamos la base canénica de R" de acuerdo con el
isomorfismo d,h, la base holénoma tampoco depende de la parametrizacion, de forma que en
general podemos escribir los vectores de esta base como {0y, - - -, Onlx}-

Ejercicio 2.1. Supongamos que nuestra variedad M estd definida, igual que antes, por unas

funciones f = (f1,..., fr) : R — R’, de acuerdo con el teorema de la funcién implicita, es
decir, M = {x € R™|f(x) = 0}. Probar entonces que el espacio tangente a M en un punto x es
precisamente 7, M = ker(d, f). m|

Consideremos ahora una curvaen M, esto es, una aplicacion diferenciable, que en coordenadas
q=(q',...,q" podemos escribir como

y:R— M
t—y@) = o(q' @), ...q"1)).

Podemos ver entonces la velocidad vy, aplicando la regla de la cadena, como

d d
y) =2y = E‘P(ql(t), 5 q" (1) = 0@ (1) + - + Bup(@)g" (1),

Podemos considerar el fibrado tangente que es esencialmente la «coleccién de los espacios
tangentes», concretamente, el conjunto

TM ={(x,vy)|lx e M,v, e T,M}.
De modo que la velocidad puede verse como una aplicacion
vy:R—TM
e (G (O + -+ ¢ Oy € Ty M.

Un campo tangente a una variedad M serd entonces una aplicaciéon X : M — TM de la forma
x — (x,X,), con X, € TyM. Localmente, un campo puede expresarse en la forma

X=X'0+ - +X"0,

con las X' : M — R unas funciones. Un campo tiene asociadas unas curvas integrales, que son
curvas y : R — M tales que

Y(@) = Xy
Notese que esta igualdad es, de hecho, una ecuacién diferencial de primer orden para la curva
v; en coordenadas q = (¢!, ..., ¢") tenemos el sistema

g'(t) = X' (q(n)),

4" (1) = X"(q(1)).
Juntando las curvas integrales obtenemos el flujo de X, que es la aplicacién
p:RxM-—M
(t, x) — ¢ (%),

que cumple

d
— = X,.

Es decir, ¢;(xo) = y(¢), con y la curva integral de X de condicion inicial y(0) = x.
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3. FORMALISMO LAGRANGIANO

En el formalismo lagrangiano, la posiciéon de un sistema con n grados de libertad viene
descrita por un punto x € M, con M una variedad diferenciable de dimensién n llamada espacio
de configuracion. La trayectoria del sistema vendrd dada, en unas coordenadas q = (¢!, ... g")
por una aplicacién

y:R— M

t— y(1).
Se trata ahora de encontrar, entre todas las trayectorias posibles del sistema entre dos posiciones
X1 atiempo #1 y x, a tiempo 77, cudl serd la trayectoria real que siga el sistema. De acuerdo con
el principio de Hamilton, existe una funcién
L:TM —R

(x,v) — L(x,v),
llamada lagrangiano del sistema de modo que la trayectoria real del sistema estd sometida al
principio de minima accion: si el sistema estd en la posicion x| a tiempo #1 y en la posicién x;
a tiempo 1, la trayectoria real del sistema entre x; y x, vendrd dada por la curva vy para la cual
el valor del funcional de accién

%)
S(y) = f L(y(2), y(1))dt

sea extremal (médximo o minimo). Puede probarse que este principio es formalmente equivalente
a que la trayectoria y sea solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange que, en coordenadas
q=(q',...,q"), de modo que y(t) = q(t), se escriben

d (0L oL

— | =—=(q@®))| - —(q(?)) =0.

- ( 55 ))) 540

Recordemos ahora el caso del sistema conservativo. Habiamos reducido la ley de Newton a

la forma
d (JT . ov
a7 (ﬁ(xi)) = _ﬁ(xi)-
Si lo restringimos todo a la variedad M, podemos ver esta ecuacion en la forma
d (0T . ov
I (8_c}i(q)) = _8_61i(q)’
de modo que, si definimos el lagrangiano

L(qa q) = T(qa q) - V(q)’

obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
— | = 1 = - 1)).
- ( 53 >>) 5 A0
Notese que al restringir el producto escalar que aparecia en la energia cinética a la variedad
M, en general lo que obtendremos es una métrica riemanniana g en M, es decir, una coleccion
de productos escalares
gx : TYM xXT:M — R,

que varia diferenciablemente con x. En general, un sistema con un lagrangiano de la forma
L=T-V,donde T(x,v) = %mgx(v, v) y V(x) es una funcién que depende sélo de la posicion
se llama un sistema natural.
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Ejemplo 3.1. Volvamos al caso del péndulo esférico. Habiamos visto que el espacio de con-
figuracion M era una esfera de radio R. El espacio tangente 7xM en un punto X € M serd
precisamente el espacio de los vectores tangentes a la esfera en ese punto, es decir, el conjunto

TXM:{VER3|V-X:O},

yaque Vf = 2x.
Podemos parametrizar la esfera con unas coordenadas esféricas

x = Rsin @ cos ¢,
(¢,0) > {y = Rsinfsin ¢,
z = Rcos 6,

y un vector v € TxM podrd escribirse v = vgdgly + v¢8¢|x. En estas coordenadas podemos hallar
los valores de la energia potencial y de la energia cinética

A | 1 o
T(4,0) = 5m(fc2 +392+2%) = EmR2(92 + ¢*sin” 0),

V(¢,0) =mgz = mgRcosé.
De modo que el lagrangiano queda

.. 1 . .
L(¢,0,6,0) = EmRz(é’z + ¢* sin” 0) — mgR cos 6.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange tendrén la forma

d (L) _aL _,
dt\oo) 90
d(aL) oL
—(=|-==0
dt \o¢) 0¢

O

Ejercicio 3.2. Hallar explicitamente las ecuaciones de Euler-Lagrange del péndulo esférico y
resolverlas en términos de integrales. O

4. FORMALISMO HAMILTONIANO |

El formalismo lagrangiano nos ha permitido formular la mecédnica en variedades diferen-
ciables, pero las ecuaciones de Euler-Lagrange siguen siendo ecuaciones de segundo orden, es
decir, no se pueden pensar como campos intrinsecos al espacio de configuracion. Para solucionar
esto podemos recordar una técnica habitual en ecuaciones diferenciales para pasar de ecuaciones
de segundo orden a ecuaciones de primer orden. Si tenemos una ecuacion diferencial de orden 2

f7(x) = F(x, f, f),
podemos definir g(x) = f’(x), de modo que convertimos la ecuacion diferencial original en un
sistema de dos ecuaciones diferenciales de orden 1

f'(x) =g(x)
gx)=F(xf,g).

En nuestro caso haremos algo parecido, pasando de las ecuaciones de Euler-Lagrange, que
son ecuaciones diferenciales de segundo orden definidas en el espacio de configuracién M, a las
ecuaciones de Hamilton, que son ecuaciones diferenciales de primer orden definidas en su fibrado
tangente 7M. Para ello, consideremos un sistema natural cuyo lagrangiano en coordenadas q se
expresa

1
L(q. @) = 5mgq(4.4) = V(Q).
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Definimos los momentos canénicos conjugados de las coordenadas q como
oL 0 (1 i .
(Emgij(q)q q’ - V(q)) = &ij(q)q’,

aq' a_q'i
con g;;(q) = gq (aqi, 0y ) Notese que a partir de ahora empezamos a usar el convenio de indices

repetidos, por el cual un indice repetido en una férmula indica suma sobre éste. Como la métrica
riemanniana es no degenerada, podemos considerar unas nuevas coordenadas (q, p) en T M con

Di =

p = (p1,-...,pn). Notemos también que, para las trayectorias que cumplan las ecuaciones de
Euler-Lagrange,

. _d(dL) _OL

Pr="ai\og| ~ a4

Por tanto, derivando el lagrangiano respecto del tiempo y aplicando la regla de la cadena

dL _ dLdq' aqu_ ( iy _d(‘,,.)

De modo que si, definimos el hamiltoniano como la funcién

H(4.P) = pid’ = Llg-qp)»
tenemos que las trayectorias que cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange cumplirdn que
dH
dr
Ahora, si (q(t), p(t)) es una de estas trayectorias, entonces, aplicando la regla de la cadena
dH O0H i OH .
& 9q 4 + 8pl~pi:0'
Por tanto, (q(t), p(t)) cumplen las ecuaciones de Hamilton

§'(1) = §L(a(®), p()
pi(t) = =55 (a0, p(1)).

Estas son ecuaciones de primer orden en 7'M, de modo que podemos asociarlas a un campo X%/
de TM que se expresa

=0.

0H 0H

Oy — ——0Op;.

api * dq

Ejercicio 4.1. En el caso del péndulo esférico, probar que los momentos canénicos conjugados
son

XH

Po = mRzé,
Do = mR? sin’ 06,
y que el hamiltoniano es
2

1 L
H(p, 0, py, = — + + Rcos 6.
(#,6, pg, o) MR (Pg i 9) mg

Hallar explicitamente las ecuaciones de Hamilton y resolverlas en funcion de integrales. O

Observacion. Si consideramos sistemas que no sean naturales, no estd garantizada la existencia
de la métrica riemanniana g que nos permite hacer el cambio a las coordenadas p. En general
las coordenadas p estan definidas en el fibrado cotangente

T°M = {(x,ay)|x € M,a, € TyM"},

donde T, M™ denota el espacio dual de T,M. Si q son unas coordenadas y @ € T*M es una
I-forma (es decir, una aplicaciéon @ : M — T*M del tipo x — (x,ay), con @, € TyM"), se
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definen los momentos canénicos conjugados p = (py, . . ., p,) como las funciones p; : T"M — R
tales que
pile) = a(d,).

La construccion del hamiltoniano a partir del lagrangiano se hace por un procedimiento mas
complicado, haciendo uso de la transformada de Legendre.

El caso natural es especialmente simple porque la métrica riemanniana g es una forma bilineal
no degenerada en cada espacio tangente, que por tanto da un isomorfismo entre los fibrados
tangente y cotangente, mediante una asignacion del tipo

™ — T°M

(X, V) = gx(vy, @).

5. FORMAS DIFERENCIALES

Recordemos que una forma lineal o 1-forma en R" es una funcién lineal @ : R" — R.
Andlogamente, una forma bilineal o 2-forma en R" es una funciéon w : R” X R” lineal en los
dos argumentos. En el caso en que w sea antisimétrica decimos que es una 2-forma exterior.
En general, una k-forma exterior es una funcién w : R” x X x R” — R lineal en todos sus
argumentos y antisimétrica, es decir, si (i1, . . ., ix) €s una permutacién de (1, ..., k) con paridad
€, entonces

(,()(Vl'l, ) vin) = (—1)6(1)(\/1, ) Vn)'

Si @ es una k-forma exterior y w es una /-forma exterior, se define el producto exterior de a
y w como la k + [ forma a A w tal que

(@ A@)YW1, Vi) = Y (=D @iy Vi )@ (s V),

donde la suma se realiza sobre todas las permutaciones (i1, . .., ik, ji,...,j))de (1,...,k+1)y
€ es la paridad de cada permutacion.

Una k-forma diferencial w, en un punto x de una variedad diferenciable M de dimensién n
es una k-forma exterior en el espacio tangente 7,, M. Mds generalmente, una k-forma diferencial
w en M es una aplicacion x — (x, w,), con wy una k-forma diferencial en x. Recordemos que

en el espacio tangente definfamos la base holénoma {0, . . ., d,} asociada a unas coordenadas
(¢',...,q").Podemos considerar entonces su base dual, que denotaremos dql, ...,dq", es decir,
dql(aj) = (5,']'.

Por tanto, toda 1-forma diferencial en M puede escribirse?
a = a;dq',
con «; : M — R unas funciones. En general, una k-forma diferencial en M se escribe

w = Z wiy, i dg" A+ A dgi,

i1<--<ig

conw;,, ;. : M — R funciones.
Finalmente, definimos la diferencial exterior como la funcion

d : {k-formas} — {(k + 1)-formas}

que a cada funcién f : M — R le asigna la forma df tal que (df), = d, f, esto es
df = 8:fdq’,

2Nétese que aqui seguimos usando el convenio de indices repetidos.
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y acada k-forma w = 3 <..;, wi,,i,dg"" A --+ A dg'* le asigna la forma
dw = Z dwi,.i, Adg" A - Adg't = Z Z 0jwiy...ixdg’ Adg" A -+ A dg™.
i <--<ig 1<-<iy J
Ejercicio 5.1. Probar que
dod=0

y que
dl@anpB)=daAB+(-1)aAdp,

siendo r el grado de a. m|

Una exposicion detallada de la teoria de formas diferenciales puede leerse en el capitulo 7 de

[1].

6. ForMALISMO HAMILTONIANO II

Cabe preguntarse ahora si existe alguna estructura geométrica, intrinseca a la variedad T M,
que nos permita asociarle a cada funcién H : TM — R un campo X en TM. La clave estd en
considerar las siguientes formas diferenciales

a = pidg’,
w = da = dp; Adqg'.
Podemos calcular

W(3yi>®) = dp; A dq' (0, #) = =dpi A dg'(e,0,) = —dps

w(0p;,®) =dp; A dqi (6p[, 0) = dqi.
Por tanto,

0H 0H 0H o0H 0H 0H | .

H — 7 = @) = dp. — L= _
w(X",0)=w (0—pi<9ql oq Op;» 0) = apiw((?ql, o) aql,c<)(é’1m,0) = o dp; 97 dg' = -dH.
El elemento clave en esta construccion es entonces la forma w, que tiene las siguientes propie-
dades:

1. Es no degenerada, es decir, para cada x € M y paracadav € TyM hay un w € T, M tal
que wy(v,w) # 0.
2. Es cerrada, es decir, dw = 0.

Definicion 6.1. Una variedad simpléctica es un par (M, w), donde M es una variedad diferen-
ciable y w es una 2-forma diferencial en M no degenerada y cerrada.

En el formalismo hamiltoniano, el estado de un sistema con n grados de libertad viene
descrito por un punto x € M, con M una variedad simpléctica de dimensién 2n llamada espacio
de fases. El comportamiento del sistema estard gobernado por una funcién H : M — R llamada
hamiltoniano del sistema. Los estados del sistema evolucionardn segtn las curvas integrales
del campo X tal que w(X ", o) = —dH. Es decir, la evolucién temporal viene dada por un flujo
¢ :R X M — M sujeto a las ecuaciones de Hamilton

d H
_— = X .
dt =0 SO[(X) X
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LECCION II: GEOMETRIA SIMPLECTICA
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1. VARIEDADES SIMPLECTICAS

Definicién 1.1. Una variedad simpléctica es un par (M, w) donde M es una variedad diferen-
ciable de dimension 2n y w es una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada.
Hay algunas restricciones para lo que puede ser y no ser una variedad simpléctica:

1. En cada punto x € M, w, es una forma bilineal antisimétrica y no degenerada, luego
puede diagonalizarse (Ejercicio: Probar que esto es asi) a una forma con matriz asociada

0o -1,
L= ")
De modo que toda variedad simpléctica debe tener dimension par.
2. Toda variedad simpléctica es orientable: w" = w A “. A w es una forma de volumen
(«volumen de Liouville»).

3. Si M es compacta y sin borde w no es exacta. De ser asi, w = da, entonces w" =
d(a A w”‘l). Ahora, el volumen de Liouville de M es, por el teorema de Stokes,

Vol(M):f w”:f d(a//\w”_l):f a AW =0,
M M M=o

y esto es absurdo; el volumen de M no puede ser 0. En particular, hemos visto que el
segundo grupo de cohomologia de de Rham de M, chlR (M) # 0.

Ejercicio 1.2.

1. Dotar a la esfera S? de la estructura de variedad simpléctica.
2. (Cudles de las siguientes variedades admiten una estructura simpléctica?

R3, CP3, RP?, §* $3 xR3, RP? xR,
O

Antes hemos comentado que w puede diagonalizarse infinitesimalmente a una forma con
matriz asociada J,. El teorema de Darboux afirma un hecho sorprendente: también puede
diagonalizarse localmente. Esto en particular implica que una variedad simpléctica no tiene
invariantes locales.

Teorema 1.3 (Darboux). Sean M una variedad diferenciable y w una 2-forma cerraday no dege-
nerada en M. Entonces para cada x € M existen un entorno U C M de x y una parametrizacion
¢ : U — R" tal que ¢*w tiene coeficientes constantes.

Corolario 1.4. En torno a cada punto x € M podemos dar unas coordenadas (q,p) =
(q',....q"pi,...,pp) enlas que w se escribe

w =dp; Adqg'.

Estas coordenadas se llaman coordenadas canonicas o de Darboux.
1
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2.  SIMPLECTOMORFISMOS

Podemos entender los simplectomorfismos como cambios de coordenadas que «preservan»
la estructura simpléctica.

Definicién 2.1. Sea (M, w) una variedad simplécticay f : M — M un difeomorfismo. Se dice
que f es un simplectomorfismo si f*w = w.

Proposicion 2.2. Una difeomorfismo f : M — M es un simplectomorfismo si'y solo si, si (q, p)
son coordenadas canonicas en un entorno U de un punto x € M, entonces (qo f,po f) son
coordenadas canonicas en =1 (U).

Demostracion. Basta darse cuenta de que
d(pi o f) Ad(q' o f) = f*(dpi Adq') = f*w,
que es igual a w si y sélo si f es un simplectomorfismo. O
Ejercicio 2.3 (El grupo simpléctico real). Se define el n-ésimo grupo simpléctico real Sp(2n,R)
como el conjunto de las matrices A € M?"™?" tales que
AJ,A=1T,.
Probar:

1. Si f: M — M es un simplectomorfismo entonces, para todo punto x € M, su matriz
jacobiana J, f € Sp(2n,R).

2. Si A € Sp(2n,R) entonces det(A) = 1 o det(A) = —1.

3. Si A € Sp(2n,R) entonces det(A) = 1.

4. Sp(2n,R) es una subvariedad regular de R4’

3. CAMPOS SIMPLECTICOS Y HAMILTONIANOS

Notese que en cada punto x de una variedad simpléctica (M, w) tenemos un isomorfismo
M — (T:M)"
V> wy(e,v).

En general, a cada campo X en M le podemos asociar la forma w(e, X) = —ixw.
Si consideramos una familia uniparamétrica de simplectomorfismos f; generada por un campo

X, entonces

d d
Ly dt,_o fre dt tzow

Reciprocamente, si X es un campo tal que Lxw = 0y ¢; es su flujo, entonces

dt

(pjw) = ¢}, 7

1=t

IR w} = ¢, (Lxw) = ¢, (0) = 0.

1=ty =0

* * d
PrtoW| = P | 72

Es decir, los campos con Lyw = 0 «preservan» la forma simpléctica. Estos campos se llaman
campos simplécticos.
Si aplicamos la formula de Cartan, tenemos que

LXa) = ix(da)) + d(ixw) = d(ixw).

Por tanto, un campo es simpléctico si y sélo si ixw es cerrada. En el caso en que i yw sea exacta
se dice que X es un campo hamiltoniano. Si X es un campo hamiltoniano entonces existe una
funcién H : M — R tal que ixyw = —dH. En tal caso decimos que H es el hamiltoniano de
X y denotamos X = X, Como un campo hamiltoniano es en particular simpléctico, el flujo
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hamiltoniano de H, que es el flujo generado por X y se denota por ¢!, preserva la forma w
y, en particular, el volumen w”. Este resultado es anédlogo al cldsico teorema de Liouville.
Localmente, en unas coordenadas canénicas (q, p), un campo hamiltoniano X H ge escribira

XH = al-aq,- + b,-api.

Ahora,
—ixnw = —dp; A dqi(aiaqi + bi0p,;, ) = —bidqi + a;dp;,
y
OH . O0H .
dH = —dq' + —dp',
aq' api
luego
oOH oOH
X" = Oyi — 7—0p,.
opi 7
De modo que las curvas integrales (q(¢), p(¢)) de X/ seguiran las ecuaciones de Hamilton
., OH
7= api
. 0H
pbi = —

g’
Cabe preguntarse ahora cuando coincidirdn los campos simplécticos y los hamiltonianos. Para
ello observemos que la siguiente sucesion

[lew]

e (M) = Simp(M) =2 H'(M)
(donde Simp(M) denota el espacio de los campos simplécticos) es exacta y, de hecho
Ham(M) := ker([iew]) = im(X*)

es precisamente el espacio de los campos hamiltonianos. Nétese entonces que si H' (M) = 0
entonces todo campo simpléctico en M es hamiltoniano. Nétese también por esto mismo que
todo campo simpléctico es localmente hamiltoniano.

Ejercicio 3.1. Encontrar un campo simpléctico que no sea hamiltoniano. O

4. CoRCHETE DE PoissoN

Definicién 4.1. Sean dos funciones H, K : M — R. Se define el corchete de Poisson de H'y K
como la funcién

(H,K} = XK.

Ejercicio 4.2. Probar las siguientes identidades
1. {H,K} = dK(X") = w(X", X¥)
2. [XH, xK] = x!HK)
3. (Ecuacion de Liouville)

— K (e (x)) = (H, K} (¢} (x)).

=ty

Localmente, en coordenadas canénicas (q, p),

oK 0K OH OH 0H G OH OG
749’ =—dp; ‘ iOpi| = G T A i
dq' = dpi dq dpi 0q' 9q' Ip;

Opi d

(H,K} =dK(X") = (
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Con el corchete de Poisson, las ecuaciones de Hamilton tienen un aspecto muy sencillo

{CZ" = {H.¢'}

pi ={H,pi}.
También se cumplen las relaciones de conmutacion candnicas
il —
{pj, q } = 0jj-
Ejercicio 4.3. Probar que unas coordenadas (q,p) son candnicas si y sélo si cumplen las
relaciones de conmutacion candnicas. O

Ejercicio 4.4. Probar que f es un simplectomorfismo si y s6lo si deja invariante el corchete de
Poisson, esto es, si paracada H, K : M — M,

{H,K}o f={Ho f,Ko f}.
O

Ejercicio 4.5. Probar que el corchete de Poisson dota a C* de la estructura de dlgebra de Lie,
esto es, que

1. es bilineal
2. es antisimétrico
3. y cumple la identidad de Jacobi

{{A,B},C}+ {{B,C}, A} + {{C, A}, B} = 0.
Probar también que cumple la regla de Leibniz
{A,BC} ={A,B}C+ B{A,C}.
Pista: basta probar que, si F : M — R, entonces X : C°(M) — C®(M) cumple la regla de
Leibniz. o

5. SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION

Definicién 5.1. Sea M una variedad simplécticay H : M — R un hamiltoniano. Una funcién
F : M — R es unaintegral primera o cantidad conservada de H si

F(ef'(x) = F(x)
para todo ¢t > 0y para todo x € M.

Ejercicio 5.2. Usar la ecuacién de Liouville para probar que F : M — R es una integral primera

de H siysélosi {H, F} =0. ]
Ejercicio 5.3. Usar la identidad de Jacobi para probar que si F; y F> son integrales primeras de
H, entonces {Fi, F>} también es una integral primera de H. O

Proposicion 5.4 (Teorema de Noether). Si un hamiltoniano H es constante a lo largo de un
flujo hamiltoniano ¢*, entonces F es una integral primera de H.

Demostracion. Si H es constante a lo largo de ¢ entonces H es una integral primera de F,
luego {F, H} = 0, pero, como el corchete de Poisson es antisimétrico, también {H, F'} = 0, luego
F es una integral primera de H. O

Definicion 5.5. Sean M es una variedad simpléctica, H : M — R un hamiltoniano y G un
grupo. Supongamos que Diff (M) denota el grupo de difeomorfismos de M. Una G-simetria de
H es una accién

¢ : G —> Diff(M)
g|_>Q0g

tal que H o ¢, = H paratodo g € G.



LECCION II: GEOMETRIA SIMPLECTICA 5

Supongamos que g; denota un grupo diferenciable uniparamétrico que actia mediante una
g:-simetria sobre una variedad simpléctica M con un hamiltoniano H, causando por tanto un
flujo ¢; = @, tal que H o ¢, = H. Supongamos que ¢; estd generado por un hamiltoniano F,
¢: = ¢ Entonces, por el teorema de Noether, F es una cantidad conservada de H.

Ejemplo 5.6 (Conservacién del momento lineal).
Seau= (ul,...,u") e R" y consideremos la accién de traslaciones sobre u

¢ : RXR¥ — R*"
(t,(q,p)) — (q + tu,p).

Supongamos un hamiltoniano H invariante bajo esta accion. Entonces ha de haber una integral
primera F' de H asociada a esta simetria; vamos a hallarla.
En primer lugar, busquemos el generador infinitesimal del flujo ¢;(q, p)

d .
= E -0 ‘101‘((1’ p) = (u, 0) = ulaq,"
Ahora, busquemos F la funcién que genera este campo hamiltoniano
dF = ~ix(dpi Adq) = (dpi A dg') (e, uid,) = uidp; = d(u;p;) = d(p - w).

De modo que la integral primera asociada a la invariancia bajo traslaciones sobre u es precisa-
mente p - u, el momento lineal en la direccion de u. m]

Ejemplo 5.7 (Conservacién del momento angular).
Consideremos el grupo de la circunferencia, que podemos realizar como el conjunto SO(2)
de las rotaciones del plano y se puede representar matricialmente por

Ay = ( cos¢ —sing )

sing cos¢
Tomemos ahora el espacio de fases R* = R? x R? de una particula moviéndose en el plano y
la accion de rotaciones del plano
¢:S'xR* —>R*
(¢, (X, Y, Px, Py)) = (Ag(X, y), Ap(Pr, Py))-
Compruébese que el generador infinitesimal de ¢4 vendra dado por
= % so ®¢(X, Y, P> Py) = —YOx + X0y — pyOp, + PxOp, -
Abhora, la funcién F asociada a este campo hamiltoniano cumplird
dF = —ix(dpx Adx +dpy Ady) = —ydp, + xdpy + pydx — p.dy.

Sea la funcién momento angular L(x,y, px, py) = Xpy — ypx, entonces dL = dF. Por tanto, la
cantidad conservada asociada a la invariancia bajo rotaciones del plano es el momento angular
L. i

Podemos hacer una formulacién mds general de la relacién entre simetrias e integrales pri-
meras. Para ello, consideremos un grupo de Lie G, con g su dlgebra de Lie y g* el dual de su
algebra de Lie. Supongamos que G actiia sobre una variedad simpléctica M

¢ : G —> Diff(M)
g > SDg.

Si & € g denota un elemento del dlgebra de Lie, podemos considerar el grupo uniparamétrico que
genera en G, exp(&1) y el flujo inducido por la accion ¢; = @exp(sr), Cuyo generador infinitesimal
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denotamos por &). Supongamos que existe una funcién J : M — g* de maneraque acadaé € g
le podemos asociar una funcién

J¢:M —R
x+— J(x)- &
tal que dJ(¢) = —i¢,,w. Decimos entonces que J es la aplicacién momento de la accién ¢. Es

sencillo entonces probar la siguiente generalizacion del teorema de Noether:

Proposicion 5.8 (Teorema de Noether). Si ¢ : G — Diff (M) es una accion de un grupo de Lie
G sobre una variedad simpléctica M tal que es una G-simetria de un hamiltoniano H, entonces
la aplicacion momento J asociada a ¢ es una integral primera de H.

Ejemplo 5.9 (Conservaciéon del momento angular). Consideremos el grupo de rotaciones SO(3)
actuando de forma simpléctica sobre el espacio de fases R® = R3 x R3 en la forma
SO(3) x R® — R®
(R, (q,p)) — (Rq, Rp).
Los elementos de su dlgebra de Lie so(3) son los generadores infinitesimales de las rotaciones,
que pueden asociarse con operadores de la forma J, = uxe, conu € R un vector cuya direccién
es la del eje de la rotacion y su norma la velocidad angular del giro. Asi, a cada J,, € s0(3)

podemos asociarle el campo en R® de la forma ugs = (u X q,u X p), que en coordenadas se
escribe

Ugs = €kUk(qi0q; + pi0y;).
Ahora, consideramos el momento angular L(q, p) = q X p, que en coordenadas se expresa
Li(qi,pj) = €ijkqipj, de modo que L - w = €;jxurqip; y
d(L - w) = €;jru(qidpj + pjdgi) = €ijrui(qidpj — pidg;) = —iu_,w.
Por tanto, si consideramos la aplicacién L : R® — so(3)* que a cada (q, p) le asigna
L(q,p) :s0(3) — R
Jur— L(q,p) - u,

tenemos que L es una aplicacion momento de la accion de SO(3). Por el teorema de Noether,
si consideramos un hamiltoniano H en R® que sea invariante bajo rotaciones, tenemos que la
aplicacién momento L es una integral primera del sistema hamiltoniano dado por H. Como
consecuencia, el momento angular L es una cantidad conservada del sistema. O
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LECCION III: SISTEMAS INTEGRABLES

GUILLERMO GALLEGO SANCHEZ

1. TEOREMA DE ARNOLD-LIOUVILLE

Definicion 1.1. Un hamiltoniano H en una variedad simpléctica M de dimensién n se di-

ce completamente integrable si admite n integrales primeras F| = H,F,,---, F, en invo-
lucion ({E-, F j} = 0 para cualesquiera i,j = 1,---,n) y funcionalmente independientes
(VFi(x), -, VF,(x) linealmente independientes en casi todo punto x € M).

Ejercicio 1.2. Probar que los siguientes sistemas hamiltonianos son completamente integrables:

1. Cualquier sistema con un grado de libertad.
2. Cualquier sistema con dos grados de libertad y una integral primera independiente de H.
3. El péndulo esférico. (Pista: Es invariante bajo rotaciones en el eje vertical).
4. El potencial central en R>, cuyo hamiltoniano es
p>
H(q.p) = 5+ V(r),
m

con r = |q|. (Pista: Las integrales primeras necesarias son H, L2 yL;.)
5. El trompo simétrico, de hamiltoniano
Py (ps—puycost)® 1,
H (O, ¢, 4, po, pp> Dy) = o0 + 21, sin?6 + o + Mg( cos 6,
donde g es la aceleracion gravitatoria, M la masa del trompo, ¢ la distancia de la punta
al centro de masas, (6, ¢, ¢) los dngulos de Euler, (pg, pg, py) Sus momentos canonicos
conjugados e 1 e I3 los momentos de inercia. O

Teorema 1.3 (Arnold-Liouville). Sea un sistema hamiltoniano completamente integrable con
las integrales en involucion Fy = H, F>, - - - , F, y sea la funcion ¥ = (F|, F>,--- , F,;) : M — R".
Fijamos a € R". Entonces

1. El conjunto de nivel My, = F~'(a) es una subvariedad regular de M invariante bajo el
flujo . Es decir, las orbitas de los puntos de My permanecen en M.
2. Si M, es compacta y conexa, entonces es difeomorfa al toro n-dimensional

T" = §' x ™, x s,

En tal caso decimos que M, es un toro de Liouville.
3. Si M, es un toro de Liouville, podemos dar unas coordenadas ¢ = (¢', ..., ¢") en M, de
tal manera que hay unas frecuencias constantes w = (wj, . . ., w,) tales que ¢'(t) = w;.

Como consecuencia en M, el flujo hamiltoniano se reduce a

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr),

con exp una aplicacion
exp:R" — T' =8 x ™) x §!

¢ — exp(¢) = (ei¢l, .. .,e"‘f’n).

Este tipo de flujo en el toro se llama movimiento condicionalmente periodico.
1
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Demostracion.
1. Como Fi,-- -, F, son funcionalmente independientes, F tiene rango maximo y, por el
teorema de la funcién implicita M, = F~!(a) c M es una subvariedad regular de M. Ade-

mas, como {Fi,Fj} = 0, los campos conmutan, [xXFi xFi1 = 0, y w(XFi, Xy =0, lo que
implica que dFj(XFi) = 0, o lo que es lo mismo, VF; - X*i = 0, de modo que los campos X7
son tangentes a M,. En particular, X/ serd tangente a M,, luego M, es invariante bajo el flujo ¢

2. La demostracion de esta parte consiste en aplicar el siguiente lemacon N = M, y X; = X1,

Lema 1. Sea N una variedad diferenciable de dimension n conexa y compacta tal que existen
unos campos Xi, . . ., X, linealmente independientes tales que, para cualesquierai,j = 1,...,n,
[Xi, X;1 = 0. Entonces N es difeomorfa al toro n-dimensional.

Demostracion. Sea g; el flujo de cada X;. Como [X;, X;] = 0 para cualesquiera i, j, los flujos
conmutan, es decir, para cualesquiera i, j,

8it © 8j.s = 8j.s © 8its
para cualesquiera t, s € R. Como los flujos conmutan, fijo xo € N, puedo definir la accién
g:R'"— N
t=(t1,....1) — &(X0) = &1, © - 0 &y, (X0)-

Como los campos son linealmente independientes, la diferencial d¢g es un isomorfismo lineal
y, por el teorema de la funcion inversa, g es un difeomorfismo local.

Ejercicio 1.4. Probar que g es sobreyectiva. O

Wy CcR"®

.

Por compacidad de v

Ficura 1. Idea de que g es sobreyectiva

Por tanto, g es un difeomorfismo local sobreyectivo, luego es un cociente. Sea
I = {t € R"|g¢(x0) = X0} .
Ejercicio 1.5. Probar que I" es un subgrupo cerrado de (R”, +). O

Por tanto, la aplicacion g inducida por el siguiente diagrama es un difeomorfismo
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R”éN

[ >~
R"/T,

donde 7 denota la proyeccién candnica al cociente.

Ahora, si I' = {0}, entonces g : R” — N es un difeomorfismo, pero esto no puede ser porque
N es compacta. De modo que I' # {0}. Como g es un difeomorfismo local, existe un entorno
V c R" de O tal que I' NV = {0}, que se puede trasladar a cualquier t € I". Es decir, en torno a
cadat € I, existe un entorno V +t € R" tal que I' N (V +t) = {t}. Luego I" es un grupo discreto.

Ejercicio 1.6. Probar que si I' es un subgrupo cerrado y discreto de (R”, +) entonces I' es

isomorfo a Zk para cierto k € {l,...,n}. Es decir, que existen unos vectores uy,---,u; € I’
tales que
I'={mu; +---+nuglng,...,ny € Z}.
(Pista: Usar la idea de la figura 2 y proceder por induccion.) O
L(e1)
(l + 1)61" f
o
lel P :
|
|
(m + 1)61 ® | ,
g | e
mey ¢
O [ ]

FiGura 2. Idea de que I = ZF.

Finalmente, podemos considerar la aplicacién
@ = (exp,id) : R" = R x R"* — TF x R"*
(¢.y) — (exp¢.y)
y un isomorfismo lineal ¢ tal que
{REXRYF —R”
¢! ¢

0 . e+ g,
(¢, )'—>2ﬂul+ + oW

Si llamamos
27k = {(27rn1, 21, 0,70 0) g, . L g € Z} c R".

Entonces claramente
kerw = @ (1, %, 1,0,25,0) = 272~
De modo que puedo ver @ como un cociente @ : R" — R"/27Z* = T* x R"~*. Por otra parte
(@2nZ*) =T,
Ahora, como I' = ker 7, con 7 : R” — R"/I', tenemos que
{(kerw) = ker .

Por tanto el isomorfismo ¢ desciende a los cocientes y la aplicacién  dada por el siguiente
diagrama es un difeomorfismo
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277k NN s
o ¢ , R7
w=(exp,id) T &
Tk ) R+ —— Rr/277F —* s Ryr — & S N

Por tanto, la aplicacién g o £ : T x R"* — N es un difeomorfismo. Ahora, como habfamos
dicho que N es compacta, k debe ser igual a n, de modo que N es difeomorfa a T". Esto prueba
el Lema 1. O

3. Fijo un punto xo € M, consideremos el diagrama de la demostracién del lema, con
g= (pf(xo) la aplicacion

oF (x0) : R" — M,

t=(t1,....1x) ¥ @f (x0) = @} 0+ 0" (x0).

y tomemos la parametrizacién ¢ dada por

RN — £y R

@ (x0)
exp n

AE)

L SN - V) L U ORESY yo
Es decir,

U (8) = ¢4 W (0)).
Ahora, sea w tal que {(w) = (1,0,...,0). Entonces

Yt = @F o,y W(0) = ¢ oW (0) =@ (W(0) = ¢ (¥ (0)).

Finalmente, observamos que, como la eleccién de y(0) es arbitraria, podemos ver el flujo
hamiltoniano en el toro como

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr).

Esto concluye la demostracion del teorema de Arnold-Liouville. m|

2.  OSCILADORES ARMONICOS
Consideremos el oscilador arménico en una dimension, descrito por el hamiltoniano

L 5 1 55
H(g,p) = —p“+ = .
(¢.p) = 5—-p”+ smwq
En este caso la integral primera serd el propio hamiltoniano, y los toros de Liouville con
H(q, p) = E vendran dados por la ecuacién

p* q°

+ =1
2mE  2E/mw?
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Es decir, los toros de Liouville serdn elipses con semiejes V2mE y V2E/m/w.

1f° -—»\\\\"\\\\"
/ =~ N w NN\
/ N\
4 N\

/

050/ ::

? VA

f ‘o

} \

& 0h }

\ |

\ /

\ A f

-O.SQi /,

N /

N /

\ /

AAN A

1

=k

Ficura 3. Espacio de fases del oscilador arménico (con m = w = 1).

Cabria considerar ahora unas coordenadas «polares» (¢, E), con E constante en cada elipse y
¢ el angulo polar en estas elipses. Nos preguntamos entonces si en estas coordenadas podremos
expresar las ecuaciones de Hamilton en su forma usual, es decir, si son coordenadas candnicas
o lo que es lo mismo, si la transformacion (g, p) — (¢, E) es candnica. Para ello, escribamos
explicitamente la transformacion y hallemos la expresion de la forma simpléctica:

q(¢. E) = L cos ¢
p(¢, E) = N2mE sin ¢,
dg = w\/;m_E cos ¢dE — ‘25/'" sin ¢d¢

dp = /3% sin pdE + V2mE cos ¢pdep,

1 1 1
dp Adg = ——sin® ¢dE A dg + — cos® ¢d¢p A dE = ——dE A do.
w w w
De modo que en general las variables (¢, E) no son canénicas, pero podemos definir la variable

de accion
E

J=-=,
w

de manera que
dp Adg =dJ A de,

y (¢, J) son unas variables candnicas.
Podemos dotar de sentido geométrico a la variable de accion si nos damos cuenta de que el

area encerrada por la elipse H(q, p) = E es precisamente

\V2E E
V2mEﬂ =2r— = -2nJ.
w

AE =7
w
Por otra parte, si llamamos Mg alaelipse H(q, p) = E'y Sk ala superficie que encierra podemos

aplicar el teorema de Stokes y mostrar

AE:f dp/\dq:f pdg.
SE Mg
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Por tanto,
1
J = ~5r pdq.
T Mg
Mis generalmente podemos considerar un sistema de n osciladores armoénicos, con espacio

de fases R"” X R" y hamiltoniano

H@ap) =) 5 (;{ * mw?(q’)z) = > H;.
i=1

i=1 !
Ejercicio 2.1. Probar que Hj, .. ., H, estdn en involucion. O

Los toros de Liouville con (Hy,...,H,) = a = (ay,...,a,) vendran dados entonces por
productos cartesianos de elipses de ecuaciones
2
P 2, N2
— + miw; (q") = 2a;,
mi

coni=1,...,n. Sitomamos ¢ = (¢', ..., ") variables angulares en estas elipses, con y,; sus
curvas paramétricas, podemos construir las variables de acciéon J = (Jy, ..., J,) como
1 , a;
— 1 _ !
Ji=—5-| pdg =-—.
2 4 w;
Ya,i

De modo que las variables de accién-angulo (¢,J) son coordenadas candnicas y por tanto
cumplen las ecuaciones de Hamilton
ji — oH
{«» = 5

. — _OH
Jl - a¢1 .
Ahora, como las J; son constantes en cada toro de Liouville, las g—g = 0, luego H soélo depende
de las variables de acciéon, H = H(J). En este caso concreto, H = ) ; w;J;. Como H sélo
depende de J, las ¢’ = % son constantes en cada toro invariante. En este caso ¢; = w;. Por
tanto, el sistema queda resuelto en la forma

J(r) = J(0)
$(t) = ¢(0) + wt.

3. MOVIMIENTO CONDICIONALMENTE PERIODICO

Definicion 3.1. Sea T” el toro n-dimensional con unas coordenadas angulares ¢ = (¢1, ces ¢”).
Se llama un movimiento condicionalmente periodico a un flujo en el toro de la forma

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr),

con w = (wi,...,wy,) unas frecuencias constantes en el toro. Decimos que las frecuencias w
son conmesurables si existe k = (ky, ..., k,) € Z" tal que

k-w:k1w1 +---+k,,wn =0.
En caso contrario decimos que las frecuencias son inconmesurables.
Ejemplo 3.2. Consideremos el toro 2-dimensional T?> = S! x S! con el flujo

exp(@(t)) = exp(w1t, wrt).

Si las frecuencias wj, w, son conmesurables, entonces existen nimeros m,n € Z tales que
wi/wy = m/n. En tal caso,

exp (¢ (Zﬂ—n)) = exp (an 2yr_n’ wzzﬂ—n) = exp(2mm, 2nn) = exp(0,0) = exp(¢(0)).
w? w? w7
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Abhora, si las frecuencias son inconmesurables, entonces wj/w> es irracional. Ahora, dado un
angulo a € [0,2n), llamamos T = a/w; y tomamos la sucesién 7,, = T + 2nn/wi, para n € Z.
Tenemos entonces

w w w
exp(@(T,)) = exp(w1Ty, w2 Ty,) = exp |a + 2nn, wo T + 2an22| = exp | «, a2 4 2an=2

w1 w1 w1

Esta familia {exp(¢(7,))},c7 consiste en iteraciones de rotaciones de dngulo un mdltiplo
irracional de 27 y, por el teorema de equidistribucion (que probaremos a continuacion) es densa
en la circunferencia {ei“} x S!. Como esto es vilido para cualquier a, el flujo es denso en

= (fe) xs').

a

Estas ideas se visualizan facilmente con las figuras de Lissajous

L, = {(cost,coswt)|t € R},

(ver figura 4).

I/

Y/
i
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i
‘Att’t‘t "““6
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l

=

i 0 e o Qi
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XX
AN
R i
A A i
A

AN RN AR
A
i KON

O

."'A‘A’A‘“"“A‘A.A"“’“"""“‘““"" WAV AV
W
KA EEREEAEROFEARH i
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XXX XX XXX
NN i
XXX OCKXRRXX XXX OO
N RO
ORI N

B XXX XXX XXX XXX RN XXX XXX XXKXXX KXY
B XK K XK X XK XX XK KAXKAES

B
L
A

Rl o‘l'oW0'0'0'0'0‘16'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'*

Ficura 4. Figuras de Lissajous con w = 3,3.1,3.14,3.1416.

Teorema 3.3 (Teorema de equidistribucion). Sea la aplicacion
g: St — ¢!
PN ei(¢+2ﬂq),
con q un niimero irracional. Entonces, para todo €' € S!, el conjunto
{851k e}
es denso en S'.

Demostracion. Seane'?, e € S'.Seae > OyseaU = (¢ — &, ¢ + &). Consideremos el conjunto
{g"(exp(U))|n € N}. Como cada uno de estos g" (exp(U)) tiene una medida > 0, si ninguno de
ellos se cortara con ningun otro, la unién de familia tendria medida infinita, pero esto es absurdo
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porque esta familia estd contenida en la circunferencia, que tiene medida finita. Por tanto, existen
k,l € N, supongamos k > [, tales que

g"(exp(U) N ¢ (exp(V)) # @.
Pero si definimos A = gk‘l(exp(U)) N exp(U), entonces gl(A) # @, luego A # @. Por tanto,
existen ¢, ' € U tales que g~/ (") = ¢¥. Es decir
AW 2mqk=) _ i

Multiplicando a ambos lados por ¢/*~¥") tenemos
1 (i) = @2 U=Da) _ i(@H0=0") _ 4i(8+0).

Donde hemos definido 6 = ¢ — y’. Nétese que |6] < €.

Finalmente, sea s = [%] , donde [e] denota la funcion parte entera. Entonces
-5 15
— — 5l = —_

<1,
B 6 5

luego
|6 — ¢ —0s| < 0] < e.
Y ademas,
gs(k—l) (eiqb) — ei(¢+2nqs(k—l)) — ei(¢+6s)
mientras que
olf

_ (i0+(0-0)

De modo que para cada € > 0 y para cada 8, hemos encontrado un n = s(k — /) € N tal que
g"('?) «dista» de €'’ menos de . Por tanto, {gk(ei¢)|k € N} es denso en S'. O

Definicion 3.4. Sea el toro n-dimensional T y un movimiento condicionalmente periédico

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr).
Sea una funcién f : T" — R. Definimos el promedio espacial de f como el nimero

2r 2r
f = d"¢ = Lo eMde' - dg".
F= G | SO =5 fo @ gds! - dg

Se define el promedio temporal de f como la funcién
. 1T
S (¢o) = lim —f f (o + wt)dt.
T—oo T 0

Teorema 3.5 (Mi primer teorema ergddico). Si las w son inconmesurables, entonces

f (o) = f,

para todo ¢y.

Demostracion. Como la funciéon f(¢) es una funcién 2r-periddica se puede expandir en un
desarrollo de Fourier, en la forma

. 1,... n k-
f(P1,. . ¢n) = Z fryg, @ E1OF okt = g Z fie™?.

Kiyerkn€Z keZm\{0}
Podemos calcular entonces el promedio espacial como

ro_ 1 n 1 s 2 ikj¢j .
= | '+ 5 S }fkgfo &N dg? = fi,

kezZ™\{0

Ya que an fod"@ = fo an ¢ = (2m)" fo, mientras que fozn eiki?’ d¢’/ = 0 por ser una integral de
senos y cosenos a periodos completos.



LECCION III: SISTEMAS INTEGRABLES 9

Por otra parte, el promedio temporal queda

/@) = Jim —(f fodt+f0

Como k - w # 0 para cualquier k € Z", tenemos que

T iTk-w
e e -1
f e edr = — 0.
0 iTk - w T—

. . 1 - eiTkw -1
S (@o) = TII_{EOT(TfO + Z fxe' ¢°.—-) = fo.

ko) iTk - w

Por tanto, f = f*(#o) = fo. -
Corolario 3.6. Para cada exp(¢o) € T", la orbita
{exp(¢(1)) = ¢o + wt|t € R},

f eik'¢oei[k-wdt .
keZ\{0

Luego

es densa en T".

Demostracion. En caso contrario, tomemos D € T" un abierto que no contenga a ningin
exp(¢(t)) y definamos la funcién

0 sig ¢ D,
f@) =4 Qo |
——— si¢geD.
Jpde
Entonces
f @n" . Jpd"? _
" @y IS d"¢ [ dve
y

F (o +wr) =0,

lo que contradice el teorema. O

Corolario 3.7. Sean D € T",
Ap = {t € RI$(1) € D},

yl
T
TD(T) = L /\/AD(Z‘)dt.

Entonces

. 1p(T) _Vol(D)
lim = .
T—oeo T 2m)"

Demostracion. Aplicamos el teorema a y p. Claramente yp = Vol(D)/(2n)", mientras que

. 1Lt Lt ]
xo @) = Jim = [ xp@oydr = Jim £ [ xay s = Jim Zeo(r).

'Aqui y 4 denota la funcién caracteristica de un conjunto A,

) 1 six €A,
X =
xa 0 sixéA.
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Ejemplo 3.8. Vamos a ver un ejemplo de aplicacién de estos resultados a un problema que
aprimera vista no tiene mucho que ver con la mecanica cldsica. Consideremos la sucesion de las
potencias de 2

1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024, . ..

Y tomemos la sucesion de sus primeros digitos
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5, 1, ...

Cabe preguntarse ahora con qué frecuencia aparece cada digito del 1 al 9 en esta sucesion. En
particular, podemos preguntarnos cual serd la relacion entre la cantidad de sietes y la de ochos.
Tomemos entonces una potencia de 2, 2", y demos su expresion decimal

2" = ap10% + a3 105" + -+ + ay,
para un cierto k € N y unos ciertos ay, . .., ax € {0, 1,2,...,9}. Sacando factor comtin
2" = 10" (ay + ag-1 107" + -+ + a9107%) = 10%q,
con
a=ag+a1107" + -+ agl07F € (ag, ar + 1).
Tomando logaritmos decimales

n10g102 = logloa + k.

Luego
ei27m log;p2 _ ei2n’ logipa )

La pregunta original: «;con qué frecuencia es x el primer digito de 2" 7», se traduce entonces
a una nueva pregunta: «;con qué frecuencia es

ei27rn log;p2 _ ei27r logga
para algin a € (x, x + 1)?». O lo que es lo mismo, si definimos el conjunto
D, = {0 g € (x,x + 1)},

queremos hallar el valor de

lim %card ({n < Nlef?mmlogi2 ¢ Dx}) )

N—>oo

Ahora, esto mismo se puede pensar de manera continua, de forma que

1 . 1 :
Jim —card ({n < Nle?™o0? e ) = lim ¢ ({t € 1077|802 € D, }),
donde £(A) denota la longitud del conjunto A. Ahora, si llamamos

Ap, = {t € R|e!Z 102102 ¢ Dx},

tenemos que
T
¢({r e 10,7112 € D, ) = f Xap, (Ot = 1 (T).
0
Como log; 2 es irracional, podemos aplicar el corolario 3.7 tenemos que

1 . T t(D
lim —card ({n < N|e™™ %02 ¢ D, }) = lim .1 _ {Dy)
N—oco N T—ooo T 2

=log;o(x + 1) = log;(x).

Ver la tabla 1 y la figura 5.
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TaBLA 1. Probabilidades de los primeros digitos en la sucesion de las potencias
de 2

Freq(x) =

log;((2) 30,1 %
log,0(3) —log,,(2) 17,6 %
log;y(4) —log;,(3) 12,5 %
log;((5) —log;o(4) 9,7 %
log;((6) —log;o(5) 7.9 %
logo(7) —log;n(6) 6,7 %
log;((8) —log;o(7) 5,8 %
log;,(9) —log;n(8) 5,1 %
1 —log;((9) 4,6 %

O 001NNk W~ =

35
30
25
20

15

: I I I I
0 I I l . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ficura 5. Probabilidad (en %) de los primeros digitos en la sucesion de las
potencias de 2

(3]
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