LECCION III: SISTEMAS INTEGRABLES

GUILLERMO GALLEGO SANCHEZ

1. TEOREMA DE ARNOLD-LIOUVILLE

Definicion 1.1. Un hamiltoniano H en una variedad simpléctica M de dimensién n se di-

ce completamente integrable si admite n integrales primeras F| = H,F,,---, F, en invo-
lucion ({F,-, Fj} = 0 para cualesquiera i,j = 1,---,n) y funcionalmente independientes
(VFi(x),---,VF,(x) linealmente independientes en casi todo punto x € M).

Ejercicio 1.2. Probar que los siguientes sistemas hamiltonianos son completamente integrables:

1. Cualquier sistema con un grado de libertad.
2. Cualquier sistema con dos grados de libertad y una integral primera independiente de H.
3. El péndulo esférico. (Pista: Es invariante bajo rotaciones en el eje vertical).
4. El potencial central en R?, cuyo hamiltoniano es
p>
H(q.p) = 5+ V(r),
m

con r = |q|. (Pista: Las integrales primeras necesarias son H, L2 yL;.)
5. El trompo simétrico, de hamiltoniano
Py (ps—pycost)® 1,
H(O, ¢, ¥, po, pp> Py) = o0 + 21, sin?6 + o + Mg( cos 6,
donde g es la aceleracion gravitatoria, M la masa del trompo, ¢ la distancia de la punta
al centro de masas, (0, ¢, ¢) los dngulos de Euler, (pg, pg, py) Sus momentos candnicos
conjugados e 1 e I3 los momentos de inercia. O

Teorema 1.3 (Arnold-Liouville). Sea un sistema hamiltoniano completamente integrable con
las integrales en involucion Fy = H, F5, - - - , F, y sea la funcion F = (F1, F>,--- , F,) : M — R".
Fijamos a € R". Entonces

1. El conjunto de nivel My = F~'(a) es una subvariedad regular de M invariante bajo el
flujo . Es decir, las orbitas de los puntos de My permanecen en M.
2. Si M, es compacta y conexa, entonces es difeomorfa al toro n-dimensional

T" = §' x ™, x s,

En tal caso decimos que M, es un toro de Liouville.
3. Si M, es un toro de Liouville, podemos dar unas coordenadas ¢ = (¢!, ..., ¢") en M, de
tal manera que hay unas frecuencias constantes w = (wy, . . ., w,) tales que ¢'(t) = w;.

Como consecuencia en M, el flujo hamiltoniano se reduce a

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr),

con exp una aplicacion
exp:R" — T' =8 x ™) x §!
¢ — oxp(@) = (7., ")

Este tipo de flujo en el toro se llama movimiento condicionalmente periodico.
1
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Demostracion.

1. Como Fi,-- -, F, son funcionalmente independientes, F tiene rango méaximo y, por el
teorema de la funcién implicita M, = F~'(a) ¢ M es una subvariedad regular de M. Ade-
mas, como {F,-,Fj} = 0, los campos conmutan, [XFi xFi] = 0, y w(XFi, XFy =0, lo que
implica que dFj(XFi) = 0, o lo que es lo mismo, VFj - X*i = 0, de modo que los campos X7
son tangentes a M,. En particular, X/ serd tangente a M,, luego M, es invariante bajo el flujo ¢’

2. La demostracién de esta parte consiste en aplicar el siguiente lemacon N = M, y X; = X%,

Lema 1. Sea N una variedad diferenciable de dimension n conexa y compacta tal que existen
unos campos X1, . . ., X, linealmente independientes tales que, para cualesquierai,j = 1,...,n,
[Xi, X;1 = 0. Entonces N es difeomorfa al toro n-dimensional.

Demostracion. Sea g; el flujo de cada X;. Como [X;, X;] = 0 para cualesquiera i, j, los flujos
conmutan, es decir, para cualesquiera i, j,

8it © 8j.s = 8j.s © 8its
para cualesquiera t, s € R. Como los flujos conmutan, fijo xo € N, puedo definir la accién
g:R'"—N
t=(t1,....1) — &(x0) = &1y © - © &y, (X0)-

Como los campos son linealmente independientes, la diferencial d¢g es un isomorfismo lineal
y, por el teorema de la funcion inversa, g es un difeomorfismo local.

Ejercicio 1.4. Probar que g es sobreyectiva. O

Wy CcR®

[y

Por compacidad de v

Ficura 1. Idea de que g es sobreyectiva

Por tanto, g es un difeomorfismo local sobreyectivo, luego es un cociente. Sea
T = {t € R"|gy(x0) = xo} -
Ejercicio 1.5. Probar que I' es un subgrupo cerrado de (R”, +). O

Por tanto, la aplicacion g inducida por el siguiente diagrama es un difeomorfismo
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R”éN

[ >~
R"/T,

donde 7 denota la proyeccidn candnica al cociente.

Ahora, si I' = {0}, entonces g : R” — N es un difeomorfismo, pero esto no puede ser porque
N es compacta. De modo que I' # {0}. Como g es un difeomorfismo local, existe un entorno
V c R" de O tal que I' NV = {0}, que se puede trasladar a cualquier t € I'. Es decir, en torno a
cadat € I', existe unentorno V +t € R" talque I' N (V +t) = {t}. Luego I es un grupo discreto.

Ejercicio 1.6. Probar que si I' es un subgrupo cerrado y discreto de (R”, +) entonces I' es

isomorfo a Z* para cierto k € {l,...,n}. Es decir, que existen unos vectores uy,---,u; € I’
tales que
I'={mua; +---+nuglny,...,npy € Z}.
(Pista: Usar la idea de la figura 2 y proceder por induccion.) O
L(e1)
(l + 1)61“ f
=
lel P :
|
|
(m + 1)61 ® | ,
o | I e
mey ps
0 [ ]

FiGura 2. Idea de que I = ZF.

Finalmente, podemos considerar la aplicacion
@ = (exp,id) : R" = RF x R" % — TF x R**
(¢.y) — (exp¢.y)
y un isomorfismo lineal ¢ tal que
{REXR™F — R”
¢! ¢

0 b I AR
(¢ )'—>27T111+ +27rllk

Si llamamos
27k = {(27m1, 27, 0,70 0) g, .. ny € z} c R,

Entonces claramente
kerm = @ (1, %, 1,0,7%,0) = 27Z*.
De modo que puedo ver @ como un cociente @ : R” — R"/27Z* = T* x R"~*. Por otra parte
(Q2raZk) =T.
Ahora, como I' = ker r, con 7 : R” — R"/I", tenemos que
{(kerw) = kern.

Por tanto el isomorfismo ¢ desciende a los cocientes y la aplicacién ¢ dada por el siguiente
diagrama es un difeomorfismo
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277k N
o ¢ o
w=(exp,id) T §
Tk ) Rk —— Rj277F — S RYT — 5 S N,

Por tanto, la aplicacién g o £ : T x R"* — N es un difeomorfismo. Ahora, como habfamos
dicho que N es compacta, k debe ser igual a n, de modo que N es difeomorfa a T". Esto prueba
el Lema 1. o

3. Fijo un punto xo € M, consideremos el diagrama de la demostracién del lema, con
g= gof(xo) la aplicacion

oF (x0) : R" — M,

t=(t1,....1n) ¥ @f (x0) = @} 0+ 0" (x0).

y tomemos la parametrizacién ¢ dada por

Rt —f R

@ (x0)
exp b

AE)

L SN V) L UCONEGY yo
Es decir,

W (8) = ¢4 W (0)).
Ahora, sea w tal que {(w) = (1,0,...,0). Entonces

Yt = @F ,y W(0) = ¢ 0@ (0) = ¢ (W(0) = ¢/ (¥(0)).

Finalmente, observamos que, como la eleccién de y(0) es arbitraria, podemos ver el flujo
hamiltoniano en el toro como

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr).
Esto concluye la demostracion del teorema de Arnold-Liouville. O

2. OSCILADORES ARMONICOS

Consideremos el oscilador armoénico en una dimension, descrito por el hamiltoniano
Lo 155,
H(q,p) = 5—p~ + ymw°q".
2m 2
En este caso la integral primera serd el propio hamiltoniano, y los toros de Liouville con
H(q, p) = E vendran dados por la ecuacién

p* q°

+ =1
2mE  2E/mw?
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Es decir, los toros de Liouville serdn elipses con semiejes V2mE y V2E/m/w.
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Ficura 3. Espacio de fases del oscilador arménico (con m = w = 1).

Cabria considerar ahora unas coordenadas «polares» (¢, E), con E constante en cada elipse y
¢ el angulo polar en estas elipses. Nos preguntamos entonces si en estas coordenadas podremos
expresar las ecuaciones de Hamilton en su forma usual, es decir, si son coordenadas candnicas,
o lo que es lo mismo, si la transformacién (g, p) — (¢, E) es candnica. Para ello, escribamos
explicitamente la transformacion y hallemos la expresion de la forma simpléctica:

(¢, E) = ¥2EM cos ¢
p(d, E) = V2mE sin ¢,

_ 1 _ N2E/m .
dg = s €08 ¢dE —— sin ¢d¢
dp =, /% sin dE + V2mE cos ¢dg,

1 1 1
dp A dg = ——sin® ¢dE A d¢ + — cos® ¢d¢p A dE = ——dE A do.
w w w
De modo que en general las variables (¢, E) no son candnicas, pero podemos definir la variable

de accion
E
J=—,
w

de manera que
dp Adg =dJ A de,

y (¢, J) son unas variables candnicas.
Podemos dotar de sentido geométrico a la variable de accion si nos damos cuenta de que el

area encerrada por la elipse H(q, p) = E es precisamente

V2E E
Ap = HVZmEﬂ =2r— =-2nJ.
w

w
Por otra parte, si llamamos Mg alaelipse H(q, p) = E'y Sk ala superficie que encierra podemos

aplicar el teorema de Stokes y mostrar

AE:f dp/\dqu pdq.
SE ME
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Por tanto,
1
J = 5 pdq.
T Mg
Mis generalmente podemos considerar un sistema de n osciladores armoénicos, con espacio

de fases R"” X R" y hamiltoniano

n 1 p2 ' n
H(q,p) = Z 3 (m—’ + miw?(q’)z) = Z H;.
i=1

i=1 !
Ejercicio 2.1. Probar que H, .. ., H, estdn en involucion. O

Los toros de Liouville con (Hy,...,H,) = a = (ay,...,a,) vendran dados entonces por
productos cartesianos de elipses de ecuaciones
2
D: ,
—+mw; () =2a;

1

coni=1,...,n. Sitomamos ¢ = (¢!, ..., #") variables angulares en estas elipses, con y,; sus
curvas paramétricas, podemos construir las variables de accién J = (Jy, ..., J,) como
1 . a;
1 1
Ji=—5= | pdq' =-—.
2 4 w;
Ya,i

De modo que las variables de accién-angulo (¢,J) son coordenadas candnicas y por tanto
cumplen las ecuaciones de Hamilton
ji — oH
{¢ = 5

J = —9H
=

agi*
Ahora, como las J; son constantes en cada toro de Liouville, las g—g = 0, luego H soélo depende

de las variables de acciéon, H = H(J). En este caso concreto, H = }; w;J;. Como H sélo
depende de J, las ¢’ = % son constantes en cada toro invariante. En este caso ¢; = w;. Por
tanto, el sistema queda resuelto en la forma

J(r) = J(0)
$(t) = ¢(0) + wt.

3. MOVIMIENTO CONDICIONALMENTE PERIODICO

Definicion 3.1. Sea T” el toro n-dimensional con unas coordenadas angulares ¢ = (qﬁl, cey ¢”).
Se llama un movimiento condicionalmente periodico a un flujo en el toro de la forma

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr),

conw = (wy,...,wy,) unas frecuencias constantes en el toro. Decimos que las frecuencias w
son conmesurables si existe k = (ky, ..., k,) € Z" tal que

k-w:k1w1 +---+knwn =0.
En caso contrario decimos que las frecuencias son inconmesurables.
Ejemplo 3.2. Consideremos el toro 2-dimensional T?> = S! x S! con el flujo

exp(@(t)) = exp(wt, wrt).

Si las frecuencias wj, w, son conmesurables, entonces existen nimeros m,n € Z tales que
wi/wy = m/n. En tal caso,

exp (¢ (27r_n)) = exp (wl Zﬂ—n, w2271_n) = exp(2nm, 2nn) = exp(0,0) = exp(¢(0)).
w? w? w7
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Abhora, si las frecuencias son inconmesurables, entonces wj/w; es irracional. Ahora, dado un

angulo a € [0,2n), llamamos T = a/w; y tomamos la sucesion 7,, = T + 2nn/wi, para n € Z.
Tenemos entonces

exp(@(Ty,)) = exp(w1Ty, w2 T,) = exp (a + 27n, wrT + 2ﬂn%) = exp (a, a% + 27Tl’l%) .
w1 w1 w1

Esta familia {exp(¢(7,))},c7 consiste en iteraciones de rotaciones de dngulo un mdltiplo
irracional de 27 y, por el teorema de equidistribucion (que probaremos a continuacion) es densa

en la circunferencia {ew‘} x S'. Como esto es vilido para cualquier a, el flujo es denso en

= (fe) <)

a

Estas ideas se visualizan facilmente con las figuras de Lissajous

L, = {(cost,coswt)|t € R},
(ver figura 4).

(

| Wil

0
e

X
i
Husn

Ficura 4. Figuras de Lissajous con w = 3,3.1,3.14, 3.1416.

Teorema 3.3 (Teorema de equidistribucion). Sea la aplicacion
g:St— ¢!
it s ¢l (9+210),
con q un niimero irracional. Entonces, para todo €' € S!, el conjunto
{g"(¢)k e N}
es denso en S'.
Demostracion. Seane'® ¢!? € S!.Seae > 0ysealU = (¢ — &, ¢ + £). Consideremos el conjunto

{g"(exp(U))|n € N}. Como cada uno de estos g" (exp(U)) tiene una medida > 0, si ninguno de
ellos se cortara con ningun otro, la unién de familia tendria medida infinita, pero esto es absurdo
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porque esta familia estd contenida en la circunferencia, que tiene medida finita. Por tanto, existen
k,l € N, supongamos k > [, tales que

g"(exp()) N g'(exp()) # @.
Pero si definimos A = gk‘l(exp(U)) N exp(U), entonces gl(A) # @, luego A # @. Por tanto,
existen ¢, ¥’ € U tales que g~/ (") = ¢¥. Es decir
AW H2mqk=) _ i

Multiplicando a ambos lados por ¢/*~¥") tenemos
k1 (o) = (i 2nU=D)a) _ i@Hi—') _ i0+0),

Donde hemos definido 6 = ¢ — y’. Nétese que |6] < €.

Finalmente, sea s = [H_T‘P] , donde [e] denota la funcion parte entera. Entonces
0-¢ ‘ ‘9 —¢ [9 —¢
— -5l = —_

<1,
0 0 0

luego
|0 — ¢ —0s| < 0] < e.
Y ademas,
gs(k—l) (eiqb) — ei(¢+2nqs(k—l)) — ei(¢+6s)
mientras que
olf

_ (it+(0-0)

De modo que para cada € > 0 y para cada 8, hemos encontrado un n = s(k — ) € N tal que
g"('?) «dista» de €'’ menos de . Por tanto, {gk(ei¢)|k € N} es densoen S'. O

Definicion 3.4. Sea el toro n-dimensional T y un movimiento condicionalmente periédico

exp(¢(1)) = exp(¢(0) + wr).
Sea una funcién f : T" — R. Definimos el promedio espacial de f como el nimero

2r 2r
f = d"¢ = Lo eMde' - dg".
F= G | SO =5 fo @ gds! - dg

Se define el promedio temporal de f como la funcién
. 1T
S (¢o) = lim —f f (o + wt)dt.
T—ooo T 0

Teorema 3.5 (Mi primer teorema ergddico). Si las w son inconmesurables, entonces

f (o) = f,

para todo ¢y.

Demostracion. Como la funciéon f(¢) es una funcion 2r-periddica se puede expandir en un
desarrollo de Fourier, en la forma

. n k-
(@1, . ¢n) = Z frpgy, @ F10F okt = g Z fie™?.

Kiye.kn€Z keZm\{0}
Podemos calcular entonces el promedio espacial como

ro_ 1 n 1 s o ikj(ﬂ | _
= | '+ 5 S fkgfo &9 dg! = i,

keZ"\{0}

Ya que an fod"® = fo an ¢ = (21)" fo, mientras que fozﬂ eiki?’ d¢’ = 0 por ser una integral de
senos y cosenos a periodos completos.
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Por otra parte, el promedio temporal queda

f (o) = hm—(f fodt+f0

Como k - w # 0 para cualquier k € Z", tenemos que

T iTk-w
. e -1
f @t = — 0.
0 lTk ] T—

1 . eiTkw -1
1 @0) = lim ;(Tfo+ > e ¢°.—-)=fo-

ko) iTk - w

Por tanto, f = f*(¢o) = fo. O
Corolario 3.6. Para cada exp(¢o) € T", la orbita
{exp(¢(1)) = o + wi|t € R},

f eik‘¢oeitk-wdl, .
kezZ\{0}

Luego

es densa en T".

Demostracion. En caso contrario, tomemos D € T" un abierto que no contenga a ningun
exp(¢(t)) y definamos la funcién

0 si¢ ¢ D,
f@®) =1 Qm)"r |
——— si¢geD.
Jpd"e
Entonces
f @n)" . Jpd"? _
" @y IS d"¢ [ dve
y

F (o +wr) =0,

lo que contradice el teorema. O

Corolario 3.7. Sean D € T",
Ap = (t € RI$(1) € D},

y]
T
TD(T) = L XAD(I)dt.

Entonces

. 1p(T) _ Vol(D)
lim = .
Toeo T 2m)"

Demostracion. Aplicamos el teorema a y p. Claramente yp = Vol(D)/(2n)", mientras que

. Lt Lt ]
xo @) = Jim = [ xp@oydr = Jim 7 [ vy = Jim Zeo(r)

'Aqui y 4 denota la funcién caracteristica de un conjunto A,

) 1 six €A,
X =
xa 0 six¢A.
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Ejemplo 3.8. Vamos a ver un ejemplo de aplicacién de estos resultados a un problema que
aprimera vista no tiene mucho que ver con la mecanica cldsica. Consideremos la sucesion de las
potencias de 2

1,2,4,8,16,32,64, 128,256,512, 1024, . ..

Y tomemos la sucesion de sus primeros digitos
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5, 1, ...

Cabe preguntarse ahora con qué frecuencia aparece cada digito del 1 al 9 en esta sucesion. En
particular, podemos preguntarnos cual serd la relacion entre la cantidad de sietes y la de ochos.
Tomemos entonces una potencia de 2, 2", y demos su expresion decimal

2" = ap10% + a1 105" + -+ - + ay,
para un cierto k € N y unos ciertos ay, . .., ax € {0, 1,2, ...,9}. Sacando factor comtn
2" = 10" (ay + ag-1107" + -+ + a9107%) = 10%q,
con
a=ag+a-1107" + -+ agl07F € (ag, ar + 1).
Tomando logaritmos decimales

n10g102 = logloa + k.

Luego
ei27m log;p2 _ ei27rlog10 a

La pregunta original: «;con qué frecuencia es x el primer digito de 2"?», se traduce entonces
a una nueva pregunta: «;con qué frecuencia es

ei27rn log;p2 _ ei27r logga
para algin a € (x, x + 1)?». O lo que es lo mismo, si definimos el conjunto
D, = {0 g € (x,x + 1)},

queremos hallar el valor de

lim %card ({n < Nlef?mmlogi2 ¢ Dx}) )

N—>oo

Ahora, esto mismo se puede pensar de manera continua, de forma que

1 . 1 .
Jim —card ({n < Nle?™of0? e ) = lim ¢ ({t € 10. 771?802 € D, }),
donde £(A) denota la longitud del conjunto A. Ahora, si llamamos

Ap, = {t eRl¢? 202 ¢ D},

tenemos que

T
V. ({t e [0, T]leiZntlogloZ c Dx}) — f XADX(t)dl = TDX(T)-
0

Como log; 2 es irracional, podemos aplicar el corolario 3.7 tenemos que

1 . T) (D,
lim —card ({n < N|e™™ %02 ¢ D, }) = lim ) _ {Dy)
N—oco N T—ooo T 2

=log;o(x + 1) = log;(x).

Ver la tabla 1 y la figura 5.
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TaBra 1. Probabilidades de los primeros digitos en la sucesion de las potencias
de 2

Freq(x) ~

log;((2) 30,1 %
log;,(3) —log;y(2) 17,6 %
log,y(4) —log;,(3) 12,5 %
log;((5) —log;o(4) 9,7 %
log(6) —log;n(5) 7.9 %
logg(7) —log;n(6) 6,7 %
log;((8) —log;o(7) 5,8 %
log0(9) —log;n(8) 5.1 %
1 —log;((9) 4,6 %o

O 001NNk W~ =

35
30
25
20

15

: I I I I
0 I I l . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ficura 5. Probabilidad (en %) de los primeros digitos en la sucesion de las
potencias de 2

a1
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