LECCION I: MECANICA EN VARIEDADES

GUILLERMO GALLEGO SANCHEZ

1. FORMALISMO NEWTONIANO

En el formalismo newtoniano, la posicion de un sistema de N particulas viene descrita por

un vector x € R3V de la forma x = (xy,...,Xy), con cada X; = (xl.l,xl.z, x?) describiendo la
posicion de la i-ésima particula. La trayectoria del sistema vendrd dada por una aplicacién

R — R3V

t — x(1).

De acuerdo con la ley de Newton, existe una funcién
F:R*XR’xR — R’
x,v,t) — F(x,v,1),
llamada fuerza, de modo que la trayectoria de cada particula del sistema estd sujeta a la ecuacién
miX; (1) = F(x;(1),%; (1), 1),

con m; la masa de la i-ésima particula.

En este curso s6lo vamos a considerar sistemas conservativos, esto es, que F sea independiente
de las velocidades y del tiempo, F = F(x) y que sea un campo gradiente, es decir, que exista
una funcién V : R?* — R tal que

ox1” 0x?" 0x3
Esta V se llama energia potencial del sistema. Definimos la energia cinética de una particula
de masa m como la funcién

F(x):—VV(x):—(aV ov 6V)

T:R* —>R
3
v=0Lv0) — %mv SV = %m Z(v’ 2
—

Noétese que
oT
—(V) =
Ew (V)
de modo que, para la particula i-ésima del sistema
d (0T d ~
I ( -(X 1)) (mlx ) x,{-
Asi, en un sistema conservativo, la ley de Newton toma la forma
d ov
Et—mﬂ — (%0,

Podemos considerar ahora un sistema sujeto a ligaduras, que también consideraremos inde-
pendientes de las velocidades y del tiempo (holonomas y escleronomas). Estas ligaduras se
pueden escribir como una funcién

=0 0f) RN SR
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con componentes independientes, es decir, tales que los vectores V fi, ..., V f, son linealmente
independientes. Estas funciones definen un subconjunto M c R3" de ecuaciones

fix) =0

£(x) = 0.

Por el teorema de la funcién implicita, como las f; son independientes, M es una subvariedad
regular de R3*V de dimensién n = 3N — r. Esta M se llama espacio de configuracion y n el
numero de grados de libertad.

Ejemplo 1.1. Consideremos el caso de un péndulo esférico: una particula de masa m unida por
una barra rigida de longitud R a un punto del espacio y sujeta a la fuerza de la gravedad

F(x,y,z) = (0,0,-mg).

En este caso la ligadura viene dada por la ecuacién
2iyii =R
de modo que podemos definir la funcién f(x, y, z) = x>+y?+z>—R?y el espacio de configuracién
serd
M = {(x.y.2) € B|f(x.y.2) = 0} .
Ademéds, Vf(x,y,z) = (2x,2y,27) es distinto de 0 en todo M, de modo que M es una variedad
diferenciable; de hecho, es una esfera de radio R. m]

2. EL ESPACIO TANGENTE

Diremos que una aplicacion ¢ : RP — R? es diferenciable si todas sus derivadas parciales
existen y son continuas'. Mds generalmente, una aplicacioén ¢ : X — Y entre dos subconjuntos
arbitrarios X ¢ R? e Y c RY se dice diferenciable si se extiende diferenciablemente, es decir, si
existe una aplicacion diferenciable @ : R” — R tal que el siguiente diagrama conmuta

R —2 3 Ra

o

x —“tsv

Diremos que una aplicacion diferenciable ¢ es un difeormofismo si es biyectiva y su inversa
es diferenciable. Una subvariedad regular de dimension n de un espacio euclidiano R”, para
cierto m > n, es un subconjunto M C R™ localmente difeomorfo a R", esto es, que para cada
X € M existan una bola B ¢ R™ centrada en x, y un difeomorfismo ¢ : R" — B N M, que
llamamos parametrizacién de M en x.

Si M es una subvariedad regular de R de dimensién n con una parametrizacion ¢ en un punto
x € M que se extiende diferenciablemente a @ : R” — R, podemos considerar la diferencial
dedena = go‘l(x), d,®, y definimos el espacio tangente a M en x como T,yM = im(d,®D).
Podemos considerar entonces la base holonoma de Ty M, definida por las imdgenes de los
vectores de la base candnica: si q = (ql, ...,q") son unas coordenadas en R" y {ey,...,e,}
denota la base candnica de R”, los vectores de la base holénoma son

oo
daD(e;) = 6—(11.((1) = 0;®@(a) = dp(a).

Las definicion de la base holénoma no depende de ¢, ya que si ¢ es otra parametrizacion,
entonces el cambio & = ! o ¢ es un difeomorfismo, luego d,/ es un isomorfismo lineal. Por
la regla de la cadena, d-1(\§ o dysh = dap'y, como dyh es un isomorfismo lineal, dy-1y y

'Realmente esto quiere decir que es de clase C*
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d, o tienen la misma imagen. Ademads, si cambiamos la base candnica de R" de acuerdo con el
isomorfismo d,h, la base holénoma tampoco depende de la parametrizacion, de forma que en
general podemos escribir los vectores de esta base como {0 |y, . . ., Only}-

Ejercicio 2.1. Supongamos que nuestra variedad M estd definida, igual que antes, por unas

funciones f = (f1,..., fr) : R — R’, de acuerdo con el teorema de la funcién implicita, es
decir, M = {x € R™|f(x) = 0}. Probar entonces que el espacio tangente a M en un punto x es
precisamente 7, M = ker(d, f). m|

Consideremos ahora una curvaen M, esto es, una aplicacion diferenciable, que en coordenadas
q=(q',...,q" podemos escribir como

y:R— M
t—y@) = (g @), ...q"1)).

Podemos ver entonces la velocidad vy, aplicando la regla de la cadena, como

d d
v =2y = 590(611(1), 5 q" (1) = 0@ (1) + - + Bup(@)g" (1),

Podemos considerar el fibrado tangente que es esencialmente la «coleccioén de los espacios
tangentes», concretamente, el conjunto

TM = {(x,vy)|lx e M,v, e T,M}.
De modo que la velocidad puede verse como una aplicacion
vy:R—TM
e (G O+ + ¢ Oy € Ty M.

Un campo tangente a una variedad M serd entonces una aplicaciéon X : M — TM de la forma
x — (x,X,), con X, € TyM. Localmente, un campo puede expresarse en la forma

X=X'0+ - +X"0,

con las X' : M — R unas funciones. Un campo tiene asociadas unas curvas integrales, que son
curvas y : R — M tales que

y(@) = Xy
Notese que esta igualdad es, de hecho, una ecuacién diferencial de primer orden para la curva
v; en coordenadas q = (¢!, ..., ¢") tenemos el sistema

g'(1) = X' (q()),

4" (1) = X"(q(1)).
Juntando las curvas integrales obtenemos el flujo de X, que es la aplicacién
o:RxM-—M
(t, x) — ¢ (),

que cumple

d
— = X,.

Es decir, ¢;(xo) = y(t), con y la curva integral de X de condicion inicial y(0) = x.
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3. FORMALISMO LAGRANGIANO

En el formalismo lagrangiano, la posicion de un sistema con n grados de libertad viene
descrita por un punto x € M, con M una variedad diferenciable de dimensién n llamada espacio
de configuracion. La trayectoria del sistema vendrd dada, en unas coordenadas q = (¢!, ... g")
por una aplicacion

y:R— M

t— y(1).
Se trata ahora de encontrar, entre todas las trayectorias posibles del sistema entre dos posiciones
X1 atiempo #1 y x, a tiempo 77, cudl serd la trayectoria real que siga el sistema. De acuerdo con
el principio de Hamilton, existe una funcién
L:TM —R

(x,v) — L(x,v),
llamada lagrangiano del sistema de modo que la trayectoria real del sistema estd sometida al
principio de minima accion: si el sistema estd en la posicion x| a tiempo #; y en la posicién x;
a tiempo 1, la trayectoria real del sistema entre x| y x, vendra dada por la curva vy para la cual
el valor del funcional de accién

%)
S(y) = f L(y(2), y(1))dt

sea extremal (médximo o minimo). Puede probarse que este principio es formalmente equivalente
a que la trayectoria y sea solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange que, en coordenadas
q=(q',...,q"), de modo que y(t) = q(t), se escriben

d (0L oL

— | =—=(q@®))| - —(q()) =0.

- ( 55 ))) 54O

Recordemos ahora el caso del sistema conservativo. Habiamos reducido la ley de Newton a

la forma
d (0T . ov
7 (ﬁ(xi)) = _ﬁ(xi)-
Si lo restringimos todo a la variedad M, podemos ver esta ecuacion en la forma

d (0T . ov
I (8_c}i(q)) = _5_61i(q)’
de modo que, si definimos el lagrangiano

L(q.q) =T(q,.q) - V(q),

obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
— | = 1 = - 1)).
- ( 50 ))) 5 A0
Notese que al restringir el producto escalar que aparecia en la energia cinética a la variedad
M, en general lo que obtendremos es una métrica riemanniana g en M, es decir, una coleccion
de productos escalares

gx M xT:M — R,
que varia diferenciablemente con x. En general, un sistema con un lagrangiano de la forma
L=T-V,donde T(x,v) = %mgx(v, v) y V(x) es una funcién que depende sé6lo de la posicién
se llama un sistema natural.
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Ejemplo 3.1. Volvamos al caso del péndulo esférico. Habiamos visto que el espacio de con-
figuracién M era una esfera de radio R. El espacio tangente 7xM en un punto X € M serd
precisamente el espacio de los vectores tangentes a la esfera en ese punto, es decir, el conjunto

TXM:{VGR3|V-X:O},

yaque Vf = 2x.
Podemos parametrizar la esfera con unas coordenadas esféricas

x = Rsin @ cos ¢,
(¢,0) — {y = Rsin @ sin ¢,
z = Rcos 6,

y un vector v € TxM podrd escribirse v = vgdglx + v¢8¢|x. En estas coordenadas podemos hallar
los valores de la energia potencial y de la energia cinética

AU | 1 o
T(4,0) = Em(fc2 +392+2%) = EmR2(92 + ¢*sin’ 0),

V(¢,0) =mgz = mgRcosé.
De modo que el lagrangiano queda

.. 1 . .
L(¢,6,6,6) = 5mR2(92 + ¢% sin”® 0) — mgR cos 6.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange tendrén la forma

d (L) _aL _,
dt\oo) 90
d(aL) oL
—=|-==0
dt \o¢) 0¢

O

Ejercicio 3.2. Hallar explicitamente las ecuaciones de Euler-Lagrange del péndulo esférico y
resolverlas en términos de integrales. O

4. FORMALISMO HAMILTONIANO |

El formalismo lagrangiano nos ha permitido formular la mecdnica en variedades diferen-
ciables, pero las ecuaciones de Euler-Lagrange siguen siendo ecuaciones de segundo orden, es
decir, no se pueden pensar como campos intrinsecos al espacio de configuracion. Para solucionar
esto podemos recordar una técnica habitual en ecuaciones diferenciales para pasar de ecuaciones
de segundo orden a ecuaciones de primer orden. Si tenemos una ecuacién diferencial de orden 2

f7(x) = F(x, f, f),
podemos definir g(x) = f’(x), de modo que convertimos la ecuacion diferencial original en un
sistema de dos ecuaciones diferenciales de orden 1

f1(x) = g(x)
g(x)=F(xf,g).

En nuestro caso haremos algo parecido, pasando de las ecuaciones de Euler-Lagrange, que
son ecuaciones diferenciales de segundo orden definidas en el espacio de configuracién M, a las
ecuaciones de Hamilton, que son ecuaciones diferenciales de primer orden definidas en su fibrado
tangente 7M. Para ello, consideremos un sistema natural cuyo lagrangiano en coordenadas q se
expresa

1
L(q. @) = 5mgq(4.4) = V(Q).
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Definimos los momentos canénicos conjugados de las coordenadas q como
oL o (1 i .
(Emgij(q)q q’ - V(CI)) = 8ij(qQ)q’,

bi = -
04 aqz

con g;;(q) = gq <8qi, 0y ) Notese que a partir de ahora empezamos a usar el convenio de indices
repetidos, por el cual un indice repetido en una férmula indica suma sobre éste. Como la métrica
riemanniana es no degenerada, podemos considerar unas nuevas coordenadas (q, p) en T M con

p = (p1,...,pn). Notemos también que, para las trayectorias que cumplan las ecuaciones de
Euler-Lagrange,

. _d(dL) _OL

Pr="ai\oq ) ~ ag

Por tanto, derivando el lagrangiano respecto del tiempo y aplicando la regla de la cadena

dL_aqu' aqu ( iy _ _d(.,,.)

De modo que si, definimos el hamiltoniano como la funcién

H(4.P) = pid’ = Llg=qp)»
tenemos que las trayectorias que cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange cumplirdn que
dH
dr
Ahora, si (q(t), p(t)) es una de estas trayectorias, entonces, aplicando la regla de la cadena
dH O0H i OH .
& 9q 4 + 8pl~pi:0'
Por tanto, (q(t), p(¢)) cumplen las ecuaciones de Hamilton

§'(1) = §L(a(®), p()
pi(D) = =55 (a0, p(1)).

Estas son ecuaciones de primer orden en 7'M, de modo que podemos asociarlas a un campo X%
de TM que se expresa

=0.

0H 0H

Oy — ——0Op,.

api * dq

Ejercicio 4.1. En el caso del péndulo esférico, probar que los momentos canénicos conjugados
son

XH

Po = mRzé,
Do = mR? sin’ 06,
y que el hamiltoniano es
2

1 L
H(p, 0, pyg, = — + + Rcos 6.
(#,6, pg, o) R (pg i 0) mg

Hallar explicitamente las ecuaciones de Hamilton y resolverlas en funcién de integrales. O

Observacion. Si consideramos sistemas que no sean naturales, no estd garantizada la existencia
de la métrica riemanniana g que nos permite hacer el cambio a las coordenadas p. En general
las coordenadas p estan definidas en el fibrado cotangente

T*M = {(x,)lx € M., € M),

donde T, M™ denota el espacio dual de T,M. Si q son unas coordenadas y @ € T*M es una
1-forma (es decir, una aplicaciéon a@ : M — T*M del tipo x — (x,@y), con ay € TyM"), se
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definen los momentos canénicos conjugados p = (py, . . ., py) como las funciones p; : T"M — R
tales que

pile) = a(d,).
La construccion del hamiltoniano a partir del lagrangiano se hace por un procedimiento mas
complicado, haciendo uso de la transformada de Legendre.
El caso natural es especialmente simple porque la métrica riemanniana g es una forma bilineal

no degenerada en cada espacio tangente, que por tanto da un isomorfismo entre los fibrados
tangente y cotangente, mediante una asignacion del tipo

™ — T°M

(X, V) = gx(vy, @).

5. FORMAS DIFERENCIALES

Recordemos que una forma lineal o 1-forma en R" es una funcién lineal @ : R" — R.
Andlogamente, una forma bilineal o 2-forma en R" es una funcién w : R" x R" lineal en los
dos argumentos. En el caso en que w sea antisimétrica decimos que es una 2-forma exterior.
En general, una k-forma exterior es una funcién w : R” x X x R” — R lineal en todos sus
argumentos y antisimétrica, es decir, si (i1, . . ., ix) €s una permutacién de (1, ..., k) con paridad
€, entonces

(,()(Vl'l, ) Vl'n) = (_1)6(’0(‘}1, ) Vn)-

Si @ es una k-forma exterior y w es una /-forma exterior, se define el producto exterior de a
y w como la k + [/ forma a A w tal que

(@A@Y, Vi) = Y (=D @iy Vi )@ (s V),

donde la suma se realiza sobre todas las permutaciones (iy, . .., ik, ji,...,j))de (1,...,k+1)y
€ es la paridad de cada permutacion.

Una k-forma diferencial w, en un punto x de una variedad diferenciable M de dimensién n
es una k-forma exterior en el espacio tangente 7, M. Mds generalmente, una k-forma diferencial
w en M es una aplicacién x — (x, w,), con wy una k-forma diferencial en x. Recordemos que

en el espacio tangente definfamos la base holénoma {9, . . ., d,} asociada a unas coordenadas
(q',...,q"). Podemos considerar entonces su base dual, que denotaremos dg', . . ., dg", es decir,
dg'(9;) = 6.

Por tanto, toda 1-forma diferencial en M puede escribirse?
a = a;dq',
con «; : M — R unas funciones. En general, una k-forma diferencial en M se escribe

w = Z wiy, i dg't A A dgt,

i1<--<ig

conw;,, ;. : M — R funciones.
Finalmente, definimos la diferencial exterior como la funcion

d : {k-formas} — {(k + 1)-formas}

que a cada funcién f : M — R le asigna la forma d f tal que (df), = d, f, esto es
df = d,fdq,

2Nétese que aqui seguimos usando el convenio de indices repetidos.
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y acada k-forma w = 3 <..;, wi,,i,dg'" A --+ A dg'* le asigna la forma
dw = Z dwi,.i, Adg" A - Adg'*t = Z Z djwi,.idg’ Adg' A -+ Adg.
i <--<ig 1<-<ip J
Ejercicio 5.1. Probar que
dod=0

y que
dl@anpB)=daAB+(-1)aAdp,

siendo r el grado de a. O

Una exposicion detallada de la teoria de formas diferenciales puede leerse en el capitulo 7 de

[1].

6. ForRMALISMO HAMILTONIANO II

Cabe preguntarse ahora si existe alguna estructura geométrica, intrinseca a la variedad T M,
que nos permita asociarle a cada funcién H : TM — R un campo X en TM. La clave est4 en
considerar las siguientes formas diferenciales

a = pidg’,
w =da = dp; Adqg'.
Podemos calcular

W(3y>®) = dp; A dq' (0, #) = =dpi A dg'(s,0,) = —dps

w(0p;,®) =dp; A dqi (6p[, 0) = dqi.
Por tanto,

0H 0H 0H 0H 0H 0H | .

H — 7 = @) = dp. — L= _
w(X",0)=w (0—pi<9ql oq Op;» 0) = apiw((?qz, o) aql,c<)((5’1m,0) = o dp; 7 dg' = -dH.
El elemento clave en esta construccion es entonces la forma w, que tiene las siguientes propie-
dades:

1. Es no degenerada, es decir, para cada x € M y paracadav € TyM hay un w € T, M tal
que wy(v,w) # 0.
2. Es cerrada, es decir, dw = 0.

Definicion 6.1. Una variedad simpléctica es un par (M, w), donde M es una variedad diferen-
ciable y w es una 2-forma diferencial en M no degenerada y cerrada.

En el formalismo hamiltoniano, el estado de un sistema con n grados de libertad viene
descrito por un punto x € M, con M una variedad simpléctica de dimensién 2n llamada espacio
de fases. El comportamiento del sistema estard gobernado por una funcién H : M — R llamada
hamiltoniano del sistema. Los estados del sistema evolucionardn segtn las curvas integrales
del campo X tal que w(X ", o) = —dH. Es decir, la evolucién temporal viene dada por un flujo
¢ : R X M — M sujeto a las ecuaciones de Hamilton

d H
—_ = X .
dt =0 SO;(X) X
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