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» Un sistema hamiltoniano (independiente del tiempo) con n grados de libertad se
dice completamente integrable si admite n integrales primeras Fy,...,F,
independientes tales que {Fi, Fj} = 0 para cualesquierai,j =1,...,n.

» En particular, como hemos supuesto que el sistema no depende del tiempo, H es
una de estas integrales primeras.

» Ejemplo: El potencial central

2

H(q,p) = I+ V()

con las integrales primeras H, L%y L,.
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Teorema de Arnold-Liouville

Teorema

Sea H un sistema hamiltoniano completamente integrable con n grados de libertad y
seaF = (Fy,...,F,) conFy = H,F,,...,F, las integrales en involucién del sistema.
Entonces:

1. Los conjuntos de nivel M, = F~'(a) son subvariedades del espacio de fases
invariantes bajo el flujo del sistema.

2. SiM, es compacta y conexa entonces es difeomorfa al toro n-dimensional y se
llama un toro de Liouville.

3. Entorno a cada toro de Liouville podemos dar unas coordenadas candnicas
(J,w) llamadas variables de accion-angulo, tales que las J son constantes en
cada toro de Liouville y las w son coordenadas angulares en el toro.
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» Como consecuencia, las ecuaciones de Hamilton quedan

oH ,
. OoH
wl - all - VI(J)‘
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Integracion por cuadraturas

» Como consecuencia, las ecuaciones de Hamilton quedan

oH ,

dw; _a_]i_o'
~__OH '
w; = o =1(]).

» Se pueden integrar por cuadraturas

{]i(t> = Ji(0),
w;(t) = w;(0) + tv;(J).

» Un flujo de este tipo en el toro se llama movimiento condicionalmente peridédico.
La trayectoria es cerrada si y sélo si las frecuencias v, ..., v, son
conmesurables.
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Variables de accién-angulo
Fijo M, un toro de Liouville, las variables de accién-angulo en torno a M, se
construyen como sigue:

1. Se escogen unos ciclos 71, . .., v, que den una base de Hy (M,).
2. Se calculan las variables de accion

Ji= ¢ pdq.
Yi

3. Se genera una transformacion canénica (q, p) — (J, w) con la funcién

S(q,)) = /q:p(lfq)dq-

4. Se hallan las variables de angulo
aS



Sistemas superintegrables

» Un sistema hamiltoniano con »n grados de libertad se llama superintegrable si
admite n + k integrales primeras independientes para ciertok =1,...,n — 1. En
el caso en que k = n — 1 el sistema se dice que es maximalmente
superintegrable.



Sistemas superintegrables

» Un sistema hamiltoniano con »n grados de libertad se llama superintegrable si
admite n + k integrales primeras independientes para ciertok =1,...,n — 1. En
el caso en que k = n — 1 el sistema se dice que es maximalmente
superintegrable.

» En un sistema maximalmente superintegrable las 6rbitas acotadas son curvas
cerradas (con movimiento periddico).



Sistemas superintegrables

» Un sistema hamiltoniano con »n grados de libertad se llama superintegrable si
admite n + k integrales primeras independientes para ciertok =1,...,n — 1. En
el caso en que k = n — 1 el sistema se dice que es maximalmente
Superintegrable.

» En un sistema maximalmente superintegrable las 6rbitas acotadas son curvas
cerradas (con movimiento periddico).

» Ejemplos:



Sistemas superintegrables

» Un sistema hamiltoniano con »n grados de libertad se llama superintegrable si
admite n + k integrales primeras independientes para ciertok =1,...,n — 1. En
el caso en que k = n — 1 el sistema se dice que es maximalmente
superintegrable.

» En un sistema maximalmente superintegrable las 6rbitas acotadas son curvas
cerradas (con movimiento periddico).

» Ejemplos:

» El potencial central, con el vector de Laplace-Runge-Lenz

A:qu—mk%.



Sistemas superintegrables

» Un sistema hamiltoniano con »n grados de libertad se llama superintegrable si
admite n + k integrales primeras independientes para ciertok =1,...,n — 1. En
el caso en que k = n — 1 el sistema se dice que es maximalmente
superintegrable.

» En un sistema maximalmente superintegrable las 6rbitas acotadas son curvas
cerradas (con movimiento periddico).

» Ejemplos:

» El potencial central, con el vector de Laplace-Runge-Lenz

A:qu—mk%.

» El oscilador arménico isétropo, con el tensor de Fradkin

1
Ajj = 5 (pipj + kaig)-



El hamiltoniano de TTW

En 2009 F. Tremblay, A. V. Turbiner y P. Winternitz (TTW) propusieron una familia de
sistemas hamiltonianos parametrizados por una constante k
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El hamiltoniano de TTW

En 2009 F. Tremblay, A. V. Turbiner y P. Winternitz (TTW) propusieron una familia de
sistemas hamiltonianos parametrizados por una constante k

2
p
Hk(rr ¢/Pi’/p¢) — % (p% + 7;3 + w27"2> + Vk(r/ 47)/

con 2 e
Vilr,¢) = 212 cos? k¢ + 2r2sen? k¢’
Tiene la integral primera
ak? Bk>

X = p;
g p¢+cosqu>+sen2kcp'

luego es completamente integrable. TTW conjeturaron que también era
superintegrable para todo k racional.
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¢ — 0 = k.

2
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6) — .
Vi(r,0) 212 cos? 0 * 272 sen? 0




Otras coordenadas «polares»
Definimos unas nuevas coordenadas «polares» para ver la superintegrabilidad:

¢ — 0 = k.
T(r, ¢, 7, ¢) = 3(#* + *¢?) — T(r,0,#,6) = 1 <¢2 + 292> .

oT 1%,
P9:£:k—29 — p¢:kp9.

1 k2
Hk(r/ 9,PnP¢) = E (P% + 72]75 + CU27’2> + Vk(T,G),

_ ak? n ﬁkz
© 2r2cos26  2r2sen2@’

Xk=k2<p5+ * P >

Vk(i’, 9)

cos?20  sen2d



Superintegrabilidad del sistema de TTW

Toros de Liouville con H = E y X; = k?A:
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Superintegrabilidad del sistema de TTW

Toros de Liouville con H = E y X; = k?A:

k2
p? + r—ZA + w?r? = 2E,

44
Pi + :

cos2 0 * sen2f

1
Jr= o ]{prdr,

1
]9 = E %pgde



Superintegrabilidad del sistema de TTW

Pr Pe
pszE—wzrz—lr‘—;A pr=A- =% B

cos2 @ sinZ

2




Superintegrabilidad del sistema de TTW

Toros de Liouville con H = E y X; = k?A:

k2
P2+ r—ZA + w?r? = 2E,

14
ps + P

cos2 6 + sen2f

E k\F
2,2 _ —
P =5 f\/ZE w2r Adr 50 >

VA Vit B VA
I WX

cos?20 sen2f 2
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H(]rr]GI Wy, ZU@) = zw(]r + k]@)

oH
vr—wT:W—Zw,

r
ve—w@—g;::ka

» kirracional = v, vy inconmesurables = Trayectorias densas = No
superintegrable



Superintegrabilidad del sistema de TTW

H(]r:]errz ZUG) = Zw(li’ +k]9)

oH
vr—wr:W—Zw,

T
Vg—W@—g;—:_ka

» kirracional = v, vy inconmesurables = Trayectorias densas = No
superintegrable

» k=m/n — mw, —nwy =0 — mw, — nwy €s una cantidad conservada
— ellmwr—nwg) — (piwr)m (e=iws ) g5 yna cantidad conservada univaluada en el
toro de Liouville.
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k | =k k =k
+2Zz Zf—Z
—, senk¢ = ———.
z[k ’ ¢ 2i|z|k
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TTW en coordenadas complejas
z=x+1y, Z=x—1y.

k sk k _ sk
zZt+Z zt—Z
COSk(P = W, Senk(f) = W
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TTW en coordenadas complejas
z=x+1y, Z=x—1y.

k sk k _ sk
zZt+Z zt—Z
COSk(P = W, Senk(f) = W

5\ — 9p2k—15k—1 a B
Vi(z,z2) =2k"2" 'z F1)E F )

(Pz}?z + w2ZZ_I) + Vk(Z,Z).

NI—

Hy(z,2,pz, pz)



TTW en unas nuevas coordenadas
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uzi(zk+2k):rkcosk4}, v==(¢ -7 =rFsinke

NI =



TTW en unas nuevas coordenadas

1

uzi(zk+zk):rkcosk¢, v==(¢ -7 =rFsinke

NI =

. k .
42713, o= (T lz -2 1).

) 2i

5(



TTW en unas nuevas coordenadas

1 1
u= E( k12K = Fcoskp, v= E(z — 25 = Fsinkg
i = S 24 271), 0= K1)
2 ’ 2i '
) .2
T(u,v,i1,9) = Ao

2k2 (12 + v2) (k-1)/k
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1 1
W= L 42 = Feoskp, 0= 1( ~2) = Fsinkp
o S T S T o S VR S
u—i(z z+z z),v—z(z z—2"2).
.9 )
T(u,v,i1,9) = wro

2k2 (12 + v2) (k-1)/k
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TTW en unas nuevas coordenadas

1 1
W= L 42 = Feoskp, 0= 1( ~2) = Fsinkp
o S T S T o S VR S
u—i(z z+z z),v—z(z z—2"2).
.9 )
T(u,0,1,0) = Wt

2k2 (12 + v2) (k-1)/k

_JaT i
Pu=734 = k2 (12 + v2) (k=1)/k
_JaT v

Po= 739, = K2(u2 + v2) (k-1)/k

_ «
Vi(u,v) = kz(uZ_H;Z)(k 1)/k [Zuz n 2.‘;2} ‘
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TTW en unas nuevas coordenadas

2
_12/.2 2N (k=1)/k | 17,2 2 ) 2\2/k—1 u p
Hk—k (u —|—U)( ) E(pu+pv)+2k2(” —I—Z)) +2u2+202 .

Aparte del factor global k(12 + v2)k~1)/k obtenemos un oscilador no lineal con
términos centrifugos, que nos plantea varias preguntas
» ;Cual es su origen?
» ;Cudl es su sentido fisico?
» ;Se puede obtener de la reduccién de un sistema en dimension superior?
» ;Se puede interpretar como un factor conforme de un espacio curvo?



Espacios de curvatura constante
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Espacios de curvatura constante

Modelizamos los espacios de curvatura constante x con la familia de superficies
Y. C R3 de ecuacion
X34+ x(d +a3) =1,

dotadas de la estructura riemanniana

K (x1dx; + xpdx;)?
kG + )

1
ds* = %(dx% +dxf +dxg) = + dxd + dxs.

» Six > 0 tenemos modelos de la geometria esférica 5.
» Six = 0 tenemos dos planos, de los cuales escogemos uno, que nos da un
modelo de la geometria euclidiana [E2.

» Six < 0 obtenemos un hiperboloide de dos hojas, de las cuales escogemos una,
que nos da un modelo del plano hiperbélico H?.



Espacios de curvatura constante

Modelizamos los espacios de curvatura constante x con la familia de superficies
¥, C R? de ecuacion
B4 x(d+x3) =1,

dotadas de la estructura riemanniana

x(x1dx; + xpdxp)?
1 —x(x% +x3)

1
ds? = %(dxg +dx +dad) = + dxj + dag.

La energia cinética tiene entonces la forma

K(xljcl + x25€2)2 1,, .5
— (X X5 ).
21—+ 2

TK(xll x21 XIIXZ) -



Coordenadas polares geodésicas

Definimos las coordenadas polares geodésicas (x, ¢), dadas por la relacion

{xl = s¢(x) cos ¢,

X2 = s¢(x) sen¢,
donde s, es una de las funciones trigonométricas generalizadas
cos /KX k>0, % sen /KX k>0,

a(x) =11 k=0, sc(x)=1<x k=0,
cosh/—kxy <0, ﬁsenh V—xx x<0.



Coordenadas polares geodési)ccas
0

X2
1 .
, L sin(VY) - \\
AL




Coordenadas polares geodésicas

En estas coordenadas la energia cinética toma la forma

Te(x, ¢, % ) = 2 (X% + sz (X)9?).-
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Coordenadas polares geodésicas
En estas coordenadas la energia cinética toma la forma
Te(X 4, % §) = 3 (X + 52 ()97

Los momentos conjugados de las coordenadas polares geodésicas vendran dados por

_dT
0Ty .
pp = =7 = se(X)9.

op

Por tanto, el hamiltoniano libre es

1 P
He(X, ¢, Px,Pp) = 5 (pfc + 52()()> :



TTW en espacios de curvatura constante

Podemos generalizar el hamiltoniano de TTW a los espacios de curvatura constante
en la forma

1 vy
Hk,K(X/‘prXIP(P) = E <p?( + 52(4;() +w2t%(7()> + Vk,K(X/(P)’

donde t;, = Sk/Ck Yy

V(o d) = kKo n KB
kX P) = 252(x) cos?kep ~ 2s2(x)sen?k¢’




TTW en espacios de curvatura constante

Podemos generalizar el hamiltoniano de TTW a los espacios de curvatura constante
en la forma

1 vy
Hk,K(XI‘P/pX'ptP) = E <p?( + 52((?() +w2t%(7()> + Vk,K(X/(P)’

donde t;, = Sk/Ck Yy

V(o d) = kKo n KB
kX P) = 252(x) cos?kep ~ 2s2(x)sen?k¢’

Notese que en el limite euclidiano (cuando ¥ — 0), se recupera el hamiltoniano de
TTW en el plano.
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