EL TEOREMA DE SOPORTE DE NGO

GUILLERMO GALLEGO

En estas notas vamos a esbozar las ideas generales del teorema de soporte de Ng6 (Ng6 Bao
Chau, Le lemme fondamental pour les algebres de Lie, §7). Por simplicidad, trabajamos sobre
los niimeros complejos, y por tanto estudiamos la cohomologia con coeficientes en Q. En el
contexto original del articulo de Ngo, se trabaja sobre un cuerpo finito, y es precisamente la
determinacion de los soportes de la fibracion de Hitchin, a partir del teorema de Ngo, lo que
le permitio realizar el conteo de puntos en las fibras y obtener la demostracion del Lema Fun-
damental de Langlands—Shelstad. Esto le valio la medalla Fields. Cuando se trabaja sobre un
cuerpo arbitrario de caracteristica p, se estudia la cohomologia £-adica, es decir con coeficien-
tes en el cuerpo Qy, donde ¢ es un numero primo distinto de p.

1. DESCOMPOSICION Y SOPORTES

Sean X y S variedades algebraicas lisas sobre C y sea f : X — S una aplicacion propia
y plana con fibras reducidas y de dimension relativa d. Consideremos el haz constante Qx
sobre X, y su imagen directa (derivada) f.Qx. El teorema de descomposicion proporciona un
isomorfismo

£Qx = PrH (LQ [,
i€Z
en la categoria derivada constructible acotada de S, que denotamos por Ds. Ademas, el teorema
nos dice que las cohomologias perversas ?H'(f.Qx) son haces perversos semisimples.

En el caso particular en que el morfismo f es liso (es decir, si todas las fibras son lisas), las
cohomologias perversas estan dadas simplemente por las cohomologias ordinarias H'( f.Qx),
vistas como sistemas locales sobre S.

En general, sin embargo, si f no es liso, las cohomologias perversas tienen una estructura
mas complicada. Concretamente, que las cohomologias perversas sean semisimples quiere de-
cir que, para cada i € Z, existe una estratificacion S = | | B Sp de S, por una cantidad finita de
subvariedades Sg C S disjuntas, localmente cerradas, y no singulares, de modo que podemos
descomponer las cohomologias perversas como sumas de complejos de interseccion

PH(£.Qx) = EP IG5, (Ly),
B

donde Sp es la adherencia de Sp y Lg es un cierto sistema local sobre Sg.

Juntando todo, obtenemos que existe una coleccion finita de tuplas (S,, Ly, dy), con S, € S
una subvariedad localmente cerrada no singular, L, un sistema local en S,, y d; un nimero
entero, tal que hay un isomorfismo (en D)

£Qx = P ICs, (L) [dim X - dim S, — d].

Estas variedades S, se denominan los soportes de la descomposicion de f.Qx.
Como estamos asumiendo que la dimension de las fibras es una constante d, un resultado
de Goresky y MacPherson nos da una restriccion sobre la codimension de los soportes.
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Teorema 1 (Goresky-MacPherson). SiZ es un soporte de la descomposicion de f.Qx, entonces
codim(Z) < d.
La idea de la prueba se sigue del siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Supongamos que S es una curva lisa, X es una superficie lisa, y que las fibras X
son curvas irreducibles. Tenemos una descomposicion

£Qx(21 = P Klnl,

para unos ciertos haces perversos simples K sobre S y unos numeros enteros n. De la duali-
dad de Poincaré—Verdier, se sigue que si K[n] aparece en la descomposicion, entonces tam-
bién habra de aparecer KV [-n]. Ahora, supongamos que Z es el soporte de un cierto K y
que dim Z = 0. Entonces K[n] contribuye en grado cohomologico ordinario —n, mientras que
KY[-n] contribuye en grado n. Pero f.Qx[2] tan solo tiene grados cohomologicos ordinarios
0,—1,-2. Entonces n = 0. Pero H°(£.Qx[2]) = H?>(£.Qx) es un haz constante de rango 1, de
modo que no puede tener un haz soportado en un punto como factor directo.

En general, poco mas se puede decir acerca de los soportes de de la descomposicion de
f:Qx. Ngb encontro una clase fibraciones propias f : X — S para las cuales es posible dar una
descripcion mas precisa de los soportes.

2. FIBRACIONES ABELIANAS DEBILES

Definicion 1. Sea f : X — S como en la seccion previa. Decimos que f es una fibracion
abeliana débil si admite una accion de un esquema en grupos conmutativo, liso y con fibras
conexas g : P — S de dimension d, de forma que

1. la accion tiene estabilizadores afines, y
2. el esquema en grupos P es polarizable.

Si, ademas, el esquema en grupos g : P — S es §-regular, entonces la fibracion abeliana débil
se dice 5-regular.

Pasamos a explicar ahora punto por punto esta definicion. Recordemos que un esquema en
grupos g : P — S es simplemente una familia de grupos algebraicos Ps sobre S. La accion
sobre f : X — S quiere decir que tenemos una accion punto a punto P; X X; — X; que varia
de forma algebraica sobre S. La hipotesis de fibras conexas podria relajarse, ya que siempre
podemos tomar la componente conexa neutra de un grupo algebraico.

Un teorema de Chevalley implica que todo grupo algebraico Ps sobre C puede ponerse en
una sucesion exacta corta

1 > R > P > As > 1,

donde R, es un grupo algebraico afin y A es una variedad abeliana. Como P; es conmutativo,
R; también lo es. Que P actua con estabilizadores afines significa que para cada x € X el
estabilizador Stabp, ,, (x) esta contenido en la parte afin Ry(y).

Todos los grupos algebraicos afines y conmutativos sobre C pueden escribirse como produc-
to de grupos aditivos G, = (C, +) y grupos multiplicativos G, = (C*, -), esto es Ry = G3* X GL;.
Denotamos

ds = dim R = a5 + 5.

La funcion § : S — N, s > §; es superiormente semicontinua, de modo que determina una
particion S = | |scy Ss en subvariedades localmente cerradas S5 C S en las que § es constante.
Podemos definir también

SS§:{S€S:5SS5},
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y estratificar S = (Jsen Ss. Decimos que g : P — S es d-regular si
codim(Ss) > 6.
Equivalentemente, podemos describir § de la siguiente forma
ds = max {dim(Stabps (x)):x € Xs} )

En efecto, que § es mayor o igual que dicho maximo se sigue de nuestra hipotesis de estabiliza-
dores afines. Por otra parte, como R; es un esquema afin actuando en una variedad proyectiva
X;, debe tener un punto fijo xy € X;, con lo cual dim(Stabp,(x()) = dim R, = ;.

El médulo de Tate de P se define como el haz T(P) := R**~1¢,Q. Su espiga en un punto s € S
es simplemente el grupo de homologia H; (Ps; Q) con coeficientes en Q. La sucesion exacta de
Chevalley induce una sucesion exacta corta

1 —— Hl(RS;Q) — HI(PS;Q) — Hl(As§Q) — L

El espacio vectorial H; (Rs; Q) es isomorfo a Qs (no canonicamente), mientras que H (As; Q) =
a;(Q) coincide con los puntos racionales del dual del algebra de Lie a5 de A, y es isomorfo
a Q4m4s (no candnicamente). Recordemos que una polarizacién (con coeficientes en Q) de la
variedad abeliana A, es un elemento de H>!(A,, Q), o, equivalentemente, una forma bilineal
alternada y no degenerada

1,(Q) ® a,(Q) — Q
que por tanto determina un isomorfismo a;(Q) — as(Q). Una polarizacion de P es una forma
bilineal alternada

T(P)®T(P) — Qs,
que es nula sobre los H;(Rs; Q) y que induce una polarizacion en las A;. Decimos que P es
polarizable si admite una polarizacion.

Ejemplo 2. Supongamos que f : C — S es una familia de curvas reducidas e irreducibles
y con singularidades planas. Sean P = Jacc/s el Jacobiano relativo y X = Jace /s €l Jacobiano
compactificado relativo. Para cada s € S, P; parametriza los fibrados de linea de grado 0 en C;,
mientras que X; parametriza los haces libres de torsion de rango 1y grado 0. La accion de Ps en
X; es mediante el producto tensorial. Es bien sabido que el Jacobiano admite una polarizacion
natural, dada por el theta-divisor. La funcion § esta dada por

8 = dim H°(C,, ¢.0¢ /0c,),

donde ¢ : C; — C; es la normalizacion de Cs. La §-regularidad se conoce en algunos casos
concretos.

Ejemplo 3 (Sistemas integrables). Sea f : X — Sy g: P — S una fibracion abeliana débil, y
supongamos que X es de dimension 2d y esta equipada con una forma simpléctica (algebraica)
. Como g es lisa, tenemos un isomorfismo d.g : ps = T.Ps — 1S, para cada s € S. Fijemos
ahora un isomorfismo p* — p, y supongamos que este isomorfismo es compatible con la
polarizacion de P. Componiendo con (d.g)*, obtenemos un isomorfismo v : ;'S — ps. Por
otra parte, la accion de P induce, para cada punto x € X;, una accion infinitesimal ¢, : p; —
T.X.

Decimos que f y g forman un sistema integrable si, para cada s € S y para cada x € Xj, el
isomorfismo T, X — T;X inducido por la forma simpléctica determina un diagrama conmuta-
tivo

Ps L TxX

g

de )"
Trs YDy ey
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En particular, esto quiere decir que f es una aplicacion momento para la accion de P. A diferen-
cia de la situacion analoga en geometria diferencial, aqui es necesaria la compatibilidad con
la polarizacion para garantizar la integrabilidad analitica de las ecuaciones del movimiento.
Sobre los valores regulares s € S, por conteo de dimensiones, la accion infinitesimal induce
un isomorfismo p; — T, X;, para todo x € S. Por tanto, las fibras regulares X; son variedades
abelianas polarizadas, que ademas, por el diagrama anterior, son subvariedades lagrangianas
de X. La polarizacion de las fibras permite dar coordenadas en las mismas, en términos de
funciones theta. Podemos entender esto como un analogo algebraico de las famosas variables
de accion-angulo de la mecanica clasica.

Resulta que los sistemas integrables son §-regulares. En efecto, dado un § € N podemos
considerar el conjunto

Ys = {x € X : dim(Stabp,,, (x)) = 8},

y vemos inmediatamente que S<5 = f(Ys). Tomemos entonces un punto s € S y consideremos
un punto x € X. Para dicho punto, la accion infinitesimal ¢, : p; — T.X tiene por nucleo
el algebra de Lie del estabilizador Stabp (x). Dualizando con respecto a la forma simpléctica,
obtenemos que la dimension de este estabilizador debe coincidir con la del contcleo de la
diferencial dxf : T.X — Tp(x)S, y por tanto podemos escribir

Ys ={x € X :d-rk(d,f) = 6}.

En particular, el rango de la restriccion d, f|r,y, es siempre menor que d — 6, y por tanto
dim S5 < d — §, como queriamos probar.

3. EL TEOREMA DE SOPORTE

Teorema?2. Seaf : X — Syg: P — S una fibracion abeliana debil 5-regular. Una subvariedad
irreducible cerrada Z C S es un soporte de la descomposicion de f.Qx si y solo si existe una
subvariedad Zariski densa Z° C Z tal que el haz R*f,Q es localmente constante en Z°, y Z es
maximal con respecto a esta propiedad. Ademas, si las fibras de f son irreducibles, tenemos Z = S.

En el caso particular en que las fibras son irreducibles, la descripcion de los soportes es
especialmente sencilla. Denotamos por j : Seg < S la inclusion del subconjunto de valores
regulares de f, y por R' los sistemas locales R' = R'f.Q]s,.,- Entonces tenemos una descompo-
sicion

£.Q[2d] = @ IC(R)[d - i].
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