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Geometria simpléctica

» Una variedad simpléctica es un par (M, w), donde M es una
variedad diferenciable y w es una 2-forma diferencial no
degenerada y cerrada, es decir, tal que dw = 0.

» El teorema de Darboux garantiza que localmente es posible
encontrar unas coordenadas (q, p) (llamadas de Darboux) en
las que la forma toma el aspecto w = ) _; dp; /A dqi.

» Sea una funcién H € €*(M). Se define el campo
hamiltoniano asociado a H, como el campo X' tal que
ixnw = —dH. En coordenadas de Darboux el campo X" se
expresa
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Corchete de Poisson

Sea (M, w) una variedad simpléctciay F, G € C>°(M). Se define
el corchete de Poisson de F y G como la funcion

{F,G} =XFG.

Propiedades:

{F, G} =dG(XF) = w(XF, XG).

[XF, X€] = x{F.61,

(€ (M), {e, ®}) es un algebra de Lie.
Regla de Leibniz: {F, e} es una derivacion.

v

vV v vY

En coordenadas de Darboux se expresa

= /dF dG  OF 020G
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Mecanica hamiltoniana

Un sistema mecanico hamiltoniano (M, H) con n grados de
libertad consiste en:

» Estados: Una variedad simpléctica M de dimension 2n. M
se le suele llamar espacio de fases. Los puntos de M se
llaman estados del sistema.

» Observables: Las funciones del algebra de Poisson C*°(M).

» Evolucion temporal: Viene dictada por el hamiltoniano
H € €*°(M). La evolucién temporal de los estados que
vendra dada por las curvas integrales del campo hamiltoniano
X", En coordenadas de Darboux, siguen las ecuaciones de

Hamilton
(1) = oH
qilt) = apy
) oH
pilt) =

_aq{



Sistemas integrables

Sea (M, H) un sistema hamiltoniano con n grados de libertad.
Diremos que (M, H) es integrable en el sentido de Liouville si
existen F; = H, F,,...,F, € C*°(M) que

1. son funcionalmente independientes (dFy x A --- AdFn x # 0),
y
2. estan en involucion ({F;, F;} =Oparacadai,j=1,..., n).
Ejemplos:
» Sistemas con 1 grado de libertad.

» Sistemas con 2 grados de libertad y una cantidad conservada
independiente de H (e.g. el momento angular).

» El potencial central.
» El trompo simétrico.



Teorema de Arnold-Liouville

Teorema

Sea (M, H) un sistema integrable en el sentido de Liouville con
F1 =H, Fy, ..., Fu las integrales en involucién y

F=(F,..., Fn): M — R. Sea a un valor regular de F y el
conjunto de nivel My = F~1(a). Entonces:

1. M es una subvariedad de M invariante bajo el flujo ™ de
XH,

2. SiM, es compacta y conexa:
2.1 My =T™. (Toro de Liouville)
2.2 Paracadax € M, se puede dar una parametrizacion \p de

M y unas frecuencias constantes v tales que
P (x) = W(vt).



Ejemplo: El péndulo

3L = F =7 F F 57




Demostracion (1)

» Fqi,..., F. funcionalmente independientes — Mg
subvariedad regular de M.

» {Fi,Fj} =0 = w(X",XM) =0.
Por tanto:

» dF;(XFi) =0 = Campos tangentes a My = Mg
invariante.

» Ademas, [XFi,XFi] =0.
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Demostracion (2.1)

Vamos a aplicar el siguiente lema con N = Mg, X; = XFi.

Lema
Sea N una variedad diferenciable de dimension n conexa y
compacta tal que existen campos X1, . . ., X linealmente

independientes y [Xi, X;] = 0. Entonces N = T™.



Demostracion del Lema (1)

Fijo xo € N.
X; ~ flujo gi.
[Xi,X;] = flujos conmutan.

vV v v VY

Puedo definir

g:R"— N

t=(t1,....tn) = gt(x0) = 91,4, ©g2,t, © - © gn t,, (X0)-

v

g es un difeomorfismo local sobreyectivo.



ldea de que g es sobreyectiva
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Demostracion del Lema (2)

Sea
I'={t € R"g¢(x0) = xo}.

» [ es un subgrupo cerrado y discreto de (R™, +).

» La aplicacién g dada por el siguiente diagrama es un
difeomorfismo

R —% 4 N
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Demostracion del Lema (3)

Lema
Existene, ..., ex € I" linealmente independientes tales que
r :{n161+~~-+nkekln1,...,nk c Z}EZk,
L(e1)
(l + 1)61“ f
]
l€1 ® :
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Demostracion del Lema (4)

Sea
@ :R"=R* x Rk 5 Tk x RNk
(6,y) — (exp(0),y),

con

exp:RX — Tk =St x ") x st

Y sea el isomorfismo lineal

C:RE xRk 5 R

0 3]
(6,0)»—>iel+---+iek.



Demostracion del Lema (5 y ultima)

PIVAS ;‘) I

l [
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Demostracion (2.2)

lexp
= ~F

™ —~ S RYT — 5 M,.
Seav € R™tal que ¢(v) =(1,0,..., 0). Entonces

Y(vt) = @f vy (X) = @00 (X) = @1 (x) = @t (x).



Variables de accién-angulo

Teorema
En torno a cada toro de Liouville hay un entorno U = R™ x T™ y
un sistema de coordenadas de Darboux (¢, ]) en U tales que en

cada toro de U las ¢ son coordenadas angulares y las J; son
constantes.



Integrabilidad por cuadraturas (1)

En el entorno U con las coordenadas (¢, J) las ecuaciones de
Hamilton quedan resueltas. En efecto,

. oH
d)i = Th,

. oH
= 0

Ji constantes en cada toro de Liouville — J;i =0 — 2L =0

= el hamlltonlano no depende de las § = las frecuencias
c|>1 = 2H 5410 dependen de las coordenadas | = v; son
constantes en cada toro.



Integrabilidad por cuadraturas (2)

Las ecuaciones quedan integradas en la forma

Ji(t) =TJi(0)
$i(t) = di(0) +vi(J(0))t.

Este tipo de flujo en el toro se conoce como movimiento
condicionalmente perioédico. En particular, las trayectorias son
densas en el toro si y solo si las frecuencias vi, ..., vy son
inconmesurables.
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