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Fibrados

Un fibrado (E, B, p, F) consta de:

F N3 » base: B
» espacio total: E
» fibra: F
p

» p: E — Baplicacion continua tal que
V¥x € BAUX y una trivializacion

pI(U) ————— UxF

N,

on)



Ejemplos

» El fibrado trivial:
F—— BXF
I
B

> La cinta de Moebius:
(0,1) —— E
I
s,
conE={(x,y):x€R,y e (0,1)}/(x,y) ~(x+1,1—y)yp: E— S, viendo la
base como S' = {x € R} /x ~ x + 1.



Funciones de transicion
E — B fibrado, x € B, UX, V*.

UﬂVXF—)p (unv) —)UOVXF

\l/

unyv

ovopy :(UNV)XF— (UNV)XF
(x,y) — (x, Yuv(x, y))

¢UV,X F— F
y — Yuv(x,y)



Funciones de transicion

» Funcion de transicion entre Uy V:

guv : UNV — Homeo(F)

X ¢UV,X'
> Las funciones de transicion cumplen la condicion de cociclo
guw = gvw © guv-
En particular, gyy = id y guv = g\‘/zj

» Con estructura adicional en las funciones de transicion obtenemos otro tipo de
fibrados (por ejemplo, fibrados vectoriales ~~» matrices de transicion).



Isomorfismo de fibrados

p: E— B, p’ : E— B fibrados con fibra F.
Un isomorfismo de fibrados entre p: E — By p: E’ — B es un par de
homeomorfismos (f, f) tales que el diagrama

E’%E
4 p
, f

B —— > B

conmuta.
Las funciones de transicion se relacionan por

’ —1
Sy :fv\// ° 8uv ofUU',

con fyy : U — Homeo(F).



Obtencion del fibrado desde las funciones de transicion

U recubrimiento abierto de B, G < Homeo(F) y {guv : UNV — G: U,V € U}
conjunto de funciones de transicion de un fibrado £ — B.
Entonces E — B es isomorfo al fibrado £/ — B con

> espacio total

E = |_| (UXF)/(x,y) ~ (x, 8uv(x)(y))

el
> la proyeccion

p:El— B
[ )] = x.



Fibrados y cohomologia de Cech
U recubrimiento abierto de B. G < Homeo(F).
» Un conjunto de funciones {gyy : UNV — G : U,V € U)} es: un 1-cociclo de Cech
subordinado a U con coeficientes en G si

Suw = 8vw © guv,

» Se llama primer grupo de cohomologia de Cech subordinado a U con
coeficientes en G al cociente

F(U, G) = {1-cociclos} /guy ~ (f;\} o guv ° fuu)-

» Tomando el limite directo por refinamiento del recubrimiento, tenemos el primer
grupo de cohomologia de Cech con coeficientes en G
H'(B, G) = lim H'(U, G).

—
u



Secciones

o)

Una seccion de un fibrado p : E — Bes una
aplicacion continua s : B — E tal que
pos=idg.

Una seccion local es una seccion definida en
un abierto U C B.

Denotamos I'(E) al conjunto de las
secciones de E — By I'(U, E) al conjunto de
las secciones locales definidas en un abierto
U cB.



Fibrados principales
Un fibrado principal (P, B, p, G) consta de:
» una variedad diferenciable P,

» un grupo de Lie G actuando libremente por la derecha sobre P:

PxG—P
(p.& —p-8&

» B = P/G con unasumersion p: P — P/G, que es la proyeccion candnica al cociente
y tal que Yx € B JU* y una trivializacion

p () —— 2 5 UG
\ /

Ademas, py(y) = (p (y) gu(y)) para cierta gy : p‘1(U) — G con

) =
guly -8 =8uly) -8



Observaciones

» Podemos pensar en un fibrado principal como en un fibrado sobre una variedad
diferenciable cuya fibra es un grupo de Lie. En efecto, para cada seccion local
sy : U— Pyparacaday € p~'(x) existe un tnico elemento gy(y) € G con

y = su(x)gu(y)-
» Las funciones de transicion son de la forma

UNVXG— UNVXG
(x, h) — (x, guv (x)h).

» Un fibrado principal admite una seccion global si y solo si es trivial.



Ejemplos
» P=B=S'cCy
p:ST— !
Z—> Z".

Fibra Z, con la accion

S'x7Z, — §!

(z, 1) — +2z.

» p: M — Mrecubridor universal.
Fibra 71(M) con la accién de monodromia:

M X 77.'1(M) — M
(v, ) — 721,



Fibrado de referencias

El fibrado de referencias sobre una variedad diferenciable M tiene por espacio total
LM) = {yy : R" > TuM : x € M, U es un isomorfismo lineal}

con la aplicacion

p:LM)—M
Uy — x.
Su fibra es GL(n,R), con la accidn
A Y

R” > R” > TM.



Conexiones en fibrados principales

p: P — BconfibraG.x € By € p~'(x).
> Subespacio vertical: V, = kerp, C T,Y.

» Campo vertical: X, € V, Vy € P. El corchete de Lie de campos verticales es
vertical.

v

V C TP es G-invariante: Vg € G, Ry .V, = V) 4.

» Una conexion en Pes H C V, G-invariante y tal que TP =V @ H.



El campo fundamental

o:g— X(P)
§r— a(8).

Este o(¢) se llama campo fundamental y su valor es

o, &) = L (- expltd).

dt|,_,

> p.oy (&) =0, luego o (&) es un campo vertical.

» & 0,(&) es un isomorfismo.



La 1-forma de conexion

La 1-forma de conexién de una conexion H C TP es w € Q'(P; g) definida por

oY) = {5 si Y =0 (),

0 si Y es horizontal.

Propiedades:
» H=kerw

> Rza) = adg-1 o w.



Conexiones como campos gauge

U recubrimiento de B por abiertos trivializantes y {SU U->p(U):Ue ’LI} familia de
secciones locales. El campo gauge asociado a una 1-forma de conexion w € Q'(P; g) es

{AUZSZQ)EQ1(U;Q) : Ueﬂ}.

Se cumple:
a)lp-1(U) = adgl-j1 o p*AU + g;‘ﬂ,

con 6 € Q'(G; g) la 1-forma de Maurer-Cartan, definida por Og = (Lg1)s
Ademas,
Ay = adg,, o Ay + gy,,0.



Curvatura

p : P — Bfibrado principal, ® 1-forma de conexion.
Cualquier vector Y, € T, P se descompone como Y), = Y + Y)f'.
La curvatura de la conexion definida por w es la 2-forma Q € Q?(P; g) definida por

Q(Y,. Z,) = do(Y}, Z)).

Interpretacion geométrica:
QY. 2) = Y'o(Z") = Z'o(Y") - o([Y", 2") = —o([Y", Z),

luego Q se anula & [Y", Z"] es horizontal.
Propiedades:

» Q =dw + [w, w] (Ecuacion de estructura)
» dQ(Y" Z", Wh) = 0 (Identidad de Bianchi)



Curvatura como fuerza de campo gauge

U recubrimiento de B por abiertos trivializantes y {SU U->pW(U):Ue 'L{} familia

de secciones locales. La fuerza de campo gauge asociada a la curvatura Q € Q?(P;g)
de una 1-forma de conexion w € Q'(P;g) es

{Fu=s,QeQ(Uig): UeU}.

Propiedades:

» Fy = dAy + [Au, Ay] (de la ecuacion de estructura)
> FU = adguv o] Fv.



Fibrados asociados

p . P — Bfibrado principal con fibra G que actla sobre F por la izquierda.
Se define el fibrado asociado P X F como el cociente (P X F)/G por la accion

(PXF)xG— PXF
((y.f).8) — (y-&& " f)

con la aplicacion

PF : PxcF— B
[(y: )] — ply).



Ejemplos

» S' — S'. Se obtiene la banda de Moebius con la accién (f, +1) = +f y el cilindro
con la accion trivial.

» Mvariedad diferenciable y L(M) — M el fibrado de referencias. Hay un isomorfismo

L(M) XGL(n,R) R" — ™™
(Y- V)] = ¥ (v).

> E P(E), E =~ P(E) X¢g F.



Fibrado adjunto y curvatura

> Se llama fibrado adjunto de un G-fibrado principal P — B al fibrado
ad P = P X g, donde el cociente se realiza por la accion dada por la representacion
adjunta ad : G — Aut(g).

» El fibrado adjunto permite ver la curvatura de una conexiéon como una 2-forma

definida sobre la base: Si tenemos una conexién en P con curvatura Q podemos
definir Q € Q(B, ad P) como

(X Vo) = [(y, @, (X, Y,

h yh : R . yh A hy —
con X(,)Yy los levantamientos horizontales: X} € H, tnico tal que p.(X}) = X,
x = p(y).



Clases caracteristicas

Buscamos una generalizacion del teorema de Gauss-Bonnet:

f Kvg = 27 x(M).
M

f Kvg =21 x(M).
M R/_/

~— Topologia
Geometria



Clases caracteristicas

En primer lugar buscamos algo que se pueda integrar en toda la variedad:
1. Fijamos un fibrado principal P — My una conexion en P. Consideramos la
curvatura Q € Q?(M; ad P).

. k ;. . .
2. Si n = 2k podemos tomar Q A LN Q, que se podria integrar en M si tuviera valores

reales.

3. Por tanto, vamos a buscar funciones f : ad P — R.



Clases caracteristicas

» Sk(g) = {f ax®xg —>Rmultllmealesy5|metr1cas}

» Llamo R][g]«, polinomios homogéneos a funciones F : g — R tales que, fijado un
isomorfismo g — R™, el polinomio F(x',...,x™) dado por

g — >R

\ TF(X‘,...,X’")
Rm

es homogéneo. Hay una biyeccion S¥(g) < R[g]y.

» Llamo /*(g) c S*(q), polinomios invariantes a las f € S*(g) tales que

fladgdy, ... adgly) = f (&, ..., &)



Clases caracteristicas

Teorema (Construccion de Weil de las clases caracteristicas)
Sea p : P — B un fibrado principal con fibra G, @ una 1-forma de conexion en P con

curvatura Q y f € I¥(g). La 2k-forma f(Q A ®A Q) en P definida por
F@AAQMW,. . Yo =

2kl Z =17 f(QYs(1)s Yo2))s - - +» QYo 2k=1)> Yo (2)))

O'GL«Zk

tiene las siguientes propiedades:

1. Se puede proyectar (es la pullback por p de una 2k-forma en B).
2. Es cerrada.

3. La clase de cohomologia de su proyeccion en B no depende de la eleccion de la conexion

w. Esta clase se llama la clase caracteristica del fibrado P — B asociada a f.



Ejemplo: Fibrados U(1)
S? 'y Uy, Us los hemisferios norte y sur.
Consideramos un fibrado principal U(1) dado por la funcion de transicion

Un N Us L} u(1)
Uy N Us L} u(1)
81 3 81

Uy Us —2—— u(1)

St ——— §'



Ejemplo: Fibrados U(1)

Consideramos la conexion definida por un campo gauge A de la forma
» en Uy, Ay =0,
» en Uy N Us, As = YAN + ¥dy = ¢ dy y lo extendemos de cualquier manera a todo
Us.
La curvatura es F = dA + [A, A] = dA. Como U(1) es abeliano, todos los polinomios son
invariantes y puedo escoger p(x) = #X. Finalmente,

f @ =— [ dag=— As
P = S = SIUNNU
S2 27 Us 2 UnNUs NOUs
1 1 (7
= ydy = — | kddd =k
27 UnNUs 27 0
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