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K— F,
Fotro cuerpo.
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Extensiones de cuerpos

Sea K un cuerpo (p. ej. K=Q,R,C).

Una extension de K es

K— F

Fotro cuerpo.

OBS 1: Todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo.

OBS 2: Fes un K-espacio vectorial.

La extension F|K es finita si dimg F < oo.
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Extensiones de cuerpos

Sea K un cuerpo (p. ej. K=Q,R,C).

Una extension de K es

K— F

Fotro cuerpo.

OBS 1: Todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo.

OBS 2: Fes un K-espacio vectorial.

La extension F|K es finita si dimg F < oo.

Q<> Q) ={a+bi:abeQ}.

El cierre algebraico K de un cuerpo K es la menor extension K’|K tal que para todo p € K[T],
p tiene raices en K’. (Por ejemplo, R = C, por el Teorema Fundamental del Algebra).
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El grupo de Galois

@ El grupo de Galois de una extensién F|K se define como

Gal(AK) = Aute(P = {o e Aut(P : | = %' conmuta.
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El grupo de Galois

@ El grupo de Galois de una extensién F|K se define como

Gal(AK) = Aute(P = {o e Aut(P : | = %' conmuta.
K
Ejemplo (Cuerpo ciclotomico)

Sea n un nimero natural y ¢, = e27/".
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El grupo de Galois

@ El grupo de Galois de una extensién F|K se define como

Gal(AK) = Aute(P = {o e Aut(P : | = %' conmuta.

K

Ejemplo (Cuerpo ciclotomico)

Sea n un nimero natural y ¢, = e*/". El n-ésimo cuerpo ciclotémico es el cuerpo Q(,)
generado por {,.
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El grupo de Galois

@ El grupo de Galois de una extensién F|K se define como

Gal(AK) = Aute(P = {o e Aut(P : | = %' conmuta.

| x

Ejemplo (Cuerpo ciclotomico)

Sea n un nimero natural y ¢, = e*/". El n-ésimo cuerpo ciclotémico es el cuerpo Q(,)
generado por {,.

dimq Q(Zn) = ¢(n) = [{a < n: ged(an) = 1}|.
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El grupo de Galois

@ El grupo de Galois de una extensién F|K se define como

Gal(AK) = Aute(P = {o e Aut(P : | = %' conmuta.

| x

Ejemplo (Cuerpo ciclotomico)

Sea n un nimero natural y ¢, = e*/". El n-ésimo cuerpo ciclotémico es el cuerpo Q(,)
generado por {,.

dimq Q(Zn) = ¢(n) = [{a < n: ged(an) = 1}|.

(Z/n)* = Gal(Q({)|Q)

a méd n— ({— (7).
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@ Un cuerpo de numeros es una extension finita de Q.
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Cuerpos de nimeros

@ Un cuerpo de numeros es una extension finita de Q.

Problema MUY DIFICIL

Estudiar Gal(K|K), para K un cuerpo de nimeros.

ego (UCM) Una invitacion al programa de Langlands geom Seminario Antonio Giraldo y Sonia Sastre



Cuerpos de nimeros

@ Un cuerpo de numeros es una extension finita de Q.

Problema MUY DIFICIL

Estudiar Gal(K|K), para K un cuerpo de nimeros.

Problema mas tratable

Estudiar el grupo abelianizado Gal(K|K)?, para K un cuerpo de niimeros.

Guillermo Gallego (UCM) Una invitacion al programa de Langlands geométrico Seminario Antonio Giraldo y Sonia Sastre 6/30



Cuerpos de nimeros

@ Un cuerpo de numeros es una extension finita de Q.

Problema MUY DIFICIL

Estudiar Gal(K|K), para K un cuerpo de nimeros.

Problema mas tratable

Estudiar el grupo abelianizado Gal(K|K)?, para K un cuerpo de niimeros.

@ Gal(K|K)® es el grupo de Galois de K*® la mayor extension K| K tal que Gal(K’'|K) es
abeliano.

Guillermo Gallego (UCM) Una invitacion al programa de Langlands geométrico Seminario Antonio Giraldo y Sonia Sastre 6/30



Cuerpos de nimeros

@ Un cuerpo de numeros es una extension finita de Q.

Problema MUY DIFICIL

Estudiar Gal(K|K), para K un cuerpo de nimeros.

Problema mas tratable

Estudiar el grupo abelianizado Gal(K|K)?, para K un cuerpo de niimeros.

@ Gal(K|K)® es el grupo de Galois de K*® la mayor extension K| K tal que Gal(K’'|K) es
abeliano.

@ El estudio de Gal(K|K)® se conoce como la teoria de cuerpos de clases.
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Ejemplo: K=Q

Teorema (Kronecker-Weber)

Q*=Q(fAeC:IneN A" =1} = QW)

neN
identificando Q({m) — Q({,) si m|n.

Guillermo Gallego (UCM) Una invitacion al programa de Langlands geométrico Seminario Antonio Giraldo y Sonia Sastre



Ejemplo: K=Q

Teorema (Kronecker-Weber)

Q*=Q({AeC:IneN A" =1 = ],

neN
identificando Q({mm) — Q({,) si m|n.

En consecuencia, tenemos que
Gal(Q™|Q) = im(Z/n)* = {(xa)nexs : Xn € (Z/)", pum(xa) = Xim} ,

donde el limite se toma con respecto del sistema pp, : (Z/n)* - (Z/m)* si m|n.

Guillermo Gallego (UCM)

Una invitacion al programa de Langlands geométrico Seminario Antonio Giraldo y Sonia Sastre 7/30



Numeros p-adicos

@ Sea p un numero primo.
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Numeros p-adicos

@ Sea p un numero primo.

@ Un ndmero p-adico es una serie formal de la forma
k k+1
agp” + agpp +c e,

para k€ Zy conlosa; € {0,1,...,p—1}.
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Numeros p-adicos

@ Sea p un numero primo.

@ Un ndmero p-adico es una serie formal de la forma
k k+1
agp” + agp e,

para k€ Zy conlosa; € {0,1,...,p—1}.
@ El conjunto de los nimeros p-adicos se denota por Q,.

@ Q, admite de forma natural una suma y una multiplicaciéon que le dan estructura de cuerpo.
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Numeros p-adicos

Sea p un numero primo.

@ Un ndmero p-adico es una serie formal de la forma
k k+1
agp” + agp e,

para k€ Zy conlosa; € {0,1,...,p—1}.

El conjunto de los niimeros p-adicos se denota por Q.

Qp admite de forma natural una suma y una multiplicaciéon que le dan estructura de cuerpo.

Se definen los enteros p-adicos como los elementos del subanillo Z, C Q, definido por

Zp:{akpk+ak+1pk+1+---EQp:kZO}.
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Numeros p-adicos

@ Sea p un numero primo.

@ Un ndmero p-adico es una serie formal de la forma
k k+1
agp” + agp e,

para k€ Zy conlosa; € {0,1,...,p—1}.

El conjunto de los niimeros p-adicos se denota por Q.

Qp admite de forma natural una suma y una multiplicaciéon que le dan estructura de cuerpo.

Se definen los enteros p-adicos como los elementos del subanillo Z, C Q, definido por

Zp:{akpk+ak+1pk+1+---EQp:kZO}.

Qp = qf(Zp)'
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Los enteros de Prufer

@ Elteorema de Kronecker-Weber implica que Gal(Q®|Q) es el grupo de unidades del anillo

N

Z=1imZ/n,
H
neN

conocido como el anillo de enteros de Priifer.
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@ Elteorema de Kronecker-Weber implica que Gal(Q®|Q) es el grupo de unidades del anillo

N

Z=1imZ/n,
H
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conocido como el anillo de enteros de Priifer.

@ Ahora, todo n € N puede descomponerse en factores primos como n = [, primo P
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Los enteros de Prufer

@ Elteorema de Kronecker-Weber implica que Gal(Q®|Q) es el grupo de unidades del anillo

N

Z=1imZ/n,
H
neN

conocido como el anillo de enteros de Priifer.

@ Ahora, todo n € N puede descomponerse en factores primos como n = [, primo P

z=[] imz/pn =[] 2.

p primo neN p primo

@ Por tanto
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Los enteros de Prufer

@ Elteorema de Kronecker-Weber implica que Gal(Q®|Q) es el grupo de unidades del anillo

N

Z=1imZ/n,
H
neN

conocido como el anillo de enteros de Priifer.

@ Ahora, todo n € N puede descomponerse en factores primos como n = [, primo P

z=[] imz/pn =[] 2.

p primo neN p primo

@ Por tanto

@ Podemos reformular entonces el teorema de Kronecker-Weber como

Gal(@*l0 = [] z;

p primo
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros.
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros. Para ello necesitamos
hablar de valores absolutos.
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros. Para ello necesitamos

hablar de valores absolutos.
@ Un valor absoluto de un cuerpo Kes una aplicacion | — | : K— Ry tal que, para
cualesquiera x, y € K, tenemos
@© x| =0siysolosix=0,
Q Ixyl = IxIyl,
Q Ix+ylz x| +1yl.
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros. Para ello necesitamos
hablar de valores absolutos.
@ Un valor absoluto de un cuerpo Kes una aplicacion | — | : K— Ry tal que, para
cualesquiera x, y € K, tenemos
@© x| =0siysolosix=0,
Q Ixyl = IxIyl,
Q Ix+ylz x| +1yl.
@ Dos valores absolutos son equivalentes si existe un niimero ¢ > 0 tal que | - |§ = | — |5
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros. Para ello necesitamos

hablar de valores absolutos.
@ Un valor absoluto de un cuerpo Kes una aplicacion | — | : K— Ry tal que, para
cualesquiera x, y € K, tenemos
@© x| =0siysolosix=0,
Q Ixyl = Ixllyl,
Q Ix+yl = |x+Iyl
@ Dos valores absolutos son equivalentes si existe un niimero ¢ > 0 tal que | - |§ = | — |5

Teorema (Ostrowski)

Todo valor absoluto en Q es equivalente a uno de los siguientes:
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros. Para ello necesitamos

hablar de valores absolutos.
@ Un valor absoluto de un cuerpo Kes una aplicacion | — | : K— Ry tal que, para
cualesquiera x, y € K, tenemos
@© x| =0siysolosix=0,
Q Ixyl = Ixllyl,
Q Ix+yl = |x+Iyl
@ Dos valores absolutos son equivalentes si existe un niimero ¢ > 0 tal que | - |§ = | — |5

Teorema (Ostrowski)
Todo valor absoluto en Q es equivalente a uno de los siguientes:

@ el valor absoluto trivial, |0lg =0 y [xlo = 1 si x # 0;
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros. Para ello necesitamos

hablar de valores absolutos.
@ Un valor absoluto de un cuerpo Kes una aplicacion | — | : K— Ry tal que, para
cualesquiera x, y € K, tenemos
@© x| =0siysolosix=0,
Q Ixyl = Ixllyl,
Q Ix+yl = |x+Iyl
@ Dos valores absolutos son equivalentes si existe un niimero ¢ > 0 tal que | - |§ = | — |5

Teorema (Ostrowski)
Todo valor absoluto en Q es equivalente a uno de los siguientes:
@ el valor absoluto trivial, |0lg =0 y [xlo = 1 si x # 0;

@ el valor absoluto real, |X|c = |X|;
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Valores absolutos

@ Deseamos generalizar estos resultados a otros cuerpos de niimeros. Para ello necesitamos

hablar de valores absolutos.
@ Un valor absoluto de un cuerpo Kes una aplicacion | — | : K— Ry tal que, para
cualesquiera x, y € K, tenemos
@© x| =0siysolosix=0,
Q Ixyl = Ixllyl,
Q Ix+yl = |x+Iyl
@ Dos valores absolutos son equivalentes si existe un niimero ¢ > 0 tal que | - |§ = | — |5

Teorema (Ostrowski)

Todo valor absoluto en Q es equivalente a uno de los siguientes:
@ el valor absoluto trivial, |0lg =0 y [xlo = 1 si x # 0;
@ el valor absoluto real, |X|c = |X|;

@ para cada niimero primo p, el valor absoluto p-adico, |x|, = p~", donde n es el tinico niimero
entero tal que x = p"{, con a y b coprimos y no divisibles por p.
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Adéles

@ Dado un cuerpo K, se define su anillo de enteros como

Ok = {x € K: 3p € Z[{] mobnico, p(x) =0} .
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Adéles

@ Dado un cuerpo K, se define su anillo de enteros como

Ok = {x € K: 3p € Z[{] mobnico, p(x) =0} .

@ Un lugar de un cuerpo Kes una clase de equivalencia de valores absolutos de K.
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Adéles

@ Dado un cuerpo K, se define su anillo de enteros como

Ok = {x € K: 3p € Z[{] mobnico, p(x) =0} .

@ Un lugar de un cuerpo Kes una clase de equivalencia de valores absolutos de K.

@ Si ves un lugar de un cuerpo K, la complecién de K con respecto de v esta bien definida y se
denota por K,.
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@ Dado un cuerpo K, se define su anillo de enteros como

Ok = {x € K: 3p € Z[{] mobnico, p(x) =0} .

@ Un lugar de un cuerpo Kes una clase de equivalencia de valores absolutos de K.

@ Si ves un lugar de un cuerpo K, la complecién de K con respecto de v esta bien definida y se
denota por K,. Denotamos por O, al anillo de enteros de K,.
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Adéles

@ Dado un cuerpo K, se define su anillo de enteros como

Ok = {x € K: 3p € Z[{] mobnico, p(x) =0} .

@ Un lugar de un cuerpo Kes una clase de equivalencia de valores absolutos de K.

@ Si ves un lugar de un cuerpo K, la complecién de K con respecto de v esta bien definida y se
denota por K,. Denotamos por O, al anillo de enteros de K,.

@ Se define el anillo de adeles de un cuerpo K como

Ak =1 (X)vlugar de k € n K, : x, € O, para todo v salvo para una cantidad finita
vlugar de K
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Los adéles de Q

Ag = ((Xp)p primo> Xeo) € 1_[ Qp [ xR : x, € Z, para casi todo p

p primo
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Los adéles de Q

Aqg = ((Xp)p primo> Xo) € 1_[ Qp | X R : x, € Z, para casi todo p

p primo

@ Podemos considerar la inmersion diagonal Q < Aq, y el cociente

Q\Ag = Z x (R/2).
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Los adéles de Q

plo

Aqg = ((Xp)p primo> Xo) € 1_[ Qp | X R : x, € Z, para casi todo p

p primo
@ Podemos considerar la inmersion diagonal Q < Aq, y el cociente
Q\Ag = Z x (R/2).

@ En particular, obtenemos QX\Aa = 7% x Ry, cuyo grupo de componentes conexas es igual
aZx.
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Los adéles de Q

Ag = ((Xp)p primo> Xeo) € 1_[ Qp [ xR : x, € Z, para casi todo p

p primo

@ Podemos considerar la inmersion diagonal Q < Aq, y el cociente
Q\Ag = Z x (R/2).

@ En particular, obtenemos QX\Aa = 7% x Ry, cuyo grupo de componentes conexas es igual
aZx.

@ Podemos reformular entonces el teorema de Kronecker-Weber como

Gal(Q™|Q) = m(Q\AY)
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La teoria de cuerpos de clases

Teorema (Teorema fundamental de la CFT)

Dado un cuerpo de nimeros K, tenemos que

Gal(K®|K) = mo(K*\AY).
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La teoria de cuerpos de clases

Teorema (Teorema fundamental de la CFT)

Dado un cuerpo de nimeros K, tenemos que

Gal(K®|K) = mo(K*\AY).
dea ... |

@ Este resultado nos da informacién «abeliana» sobre G = Gal(K|K), ya que Gal(K*|K) = G*.

\
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La teoria de cuerpos de clases

Teorema (Teorema fundamental de la CFT)

Dado un cuerpo de nimeros K, tenemos que
Gal(K®|K) = mo(K*\AY).
@ Este resultado nos da informacién «abeliana» sobre G = Gal(K|K), ya que Gal(K*|K) = G*.

@ Ahora queremos obtener informacion «no abeliana» sobre G.

Guillermo Gallego (UCM) Una invitacion al programa de Langlands geométrico Seminario Antonio Giraldo y Sonia Sastre 13/30



La teoria de cuerpos de clases

Teorema (Teorema fundamental de [a C

Dado un cuerpo de nimeros K, tenemos que

Gal(K®|K) = mo(K*\AY).

W

@ Este resultado nos da informacién «abeliana» sobre G = Gal(K|K), ya que Gal(K*|K) = G*.

@ Ahora queremos obtener informacion «no abeliana» sobre G.

@ Una forma de hacer esto es estudiar las representaciones de G.
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Teoria de representaciones

@ Sea A un anillo.

GL,(A) = {matrices n X n invertibles con coeficientes en A}.
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Teoria de representaciones

@ Sea A un anillo.
GL,(A) = {matrices n X n invertibles con coeficientes en A}.

@ Una representacion n-dimensional (compleja) de un grupo G es un homomorfismo de
grupos

p: G— GL,(C).
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Teoria de representaciones

@ Sea A un anillo.
GL,(A) = {matrices n X n invertibles con coeficientes en A}.

@ Una representacion n-dimensional (compleja) de un grupo G es un homomorfismo de
grupos

p: G— GL,(C).
@ Como C* es un grupo abeliano, tenemos que
Hom (G, C*) = Hom(G®, C).

Es decir, las representaciones 1-dimensionales de G coinciden con las representaciones
1-dimensionales de G*.
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Teoria de representaciones

@ Sea A un anillo.
GL,(A) = {matrices n X n invertibles con coeficientes en A}.

@ Una representacion n-dimensional (compleja) de un grupo G es un homomorfismo de
grupos

p: G— GL,(C).
@ Como C* es un grupo abeliano, tenemos que
Hom (G, C*) = Hom(G®, C).

Es decir, las representaciones 1-dimensionales de G coinciden con las representaciones
1-dimensionales de G*.

@ Podemos reinterpretar la CFT como una correspondencia

{Rep. 1-dimensionales de Gal(K|K)} < {«Algunas» rep. 1-dimensionales de K*\ A%} .
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El programa de Langlands

@ Para cualquier «espacio» X, denotamos por C[X] el conjunto de las funciones de X a C.
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El programa de Langlands

@ Para cualquier «espacio» X, denotamos por C[X] el conjunto de las funciones de X a C.

@ ldea:
Hom(K*\ A%, C*) = Hom(Ag, C*) N C[K*\ A;é]
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El programa de Langlands

@ Para cualquier «espacio» X, denotamos por C[X] el conjunto de las funciones de X a C.

@ ldea:
Hom(K*\ A%, C*) = Hom(Ag, C*) N C[K*\ A;é]

@ En general, definimos las representaciones automorficas de GL,(Ak) como los elementos
del conjunto
HOI‘Y‘I(GL,,(AK), CX) N C[GLn(K)\ GI—n(AK)]-
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El programa de Langlands

@ Para cualquier «espacio» X, denotamos por C[X] el conjunto de las funciones de X a C.

@ ldea:
Hom(K*\ A%, C*) = Hom(Ag, C*) N C[K*\ A;é]

@ En general, definimos las representaciones automorficas de GL,(Ak) como los elementos

del conjunto
Hom(GLn(AK)s CX) N C[Gl—n(K)\ GI—n(AK)]-

@ Grosso modo, el programa de Langlands conjetura una correspondencia

{Rep. n-dimensionales de Gal(l_<|K)} < {Rep. automérficas de GL,(Ak)} .
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El programa de Langlands

@ Para cualquier «espacio» X, denotamos por C[X] el conjunto de las funciones de X a C.
o Idea:

Hom(K*\ A%, C*) = Hom(Ak, C*) N C[K*\ A%]
@ En general, definimos las representaciones automorficas de GL,(Ak) como los elementos

del conjunto
Hom(GLn(AK)s CX) N C[Gl—n(K)\ GI—n(AK)]-

@ Grosso modo, el programa de Langlands conjetura una correspondencia
{Rep. n-dimensionales de Gal(l_<|K)} < {Rep. automérficas de GL,(Ak)} .

@ En esta charla, nos restringiremos a la correspondencia «sin ramificar», que sélo considera
representaciones automorficas en C[GL,(K)\ GLn(Ak)/GLA(O)], para O =[], jygar de k Ov-
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Cuerpos finitos

@ El anillo Z/n es un cuerpo si y sélo si n = p es un ndmero primo. En tal caso, denotamos el
correspondiente cuerpo por F,.
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Cuerpos finitos

@ El anillo Z/n es un cuerpo si y sélo si n = p es un ndmero primo. En tal caso, denotamos el
correspondiente cuerpo por F,.

@ ;Existen méas cuerpos finitos?
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Cuerpos finitos

@ El anillo Z/n es un cuerpo si y sélo si n = p es un ndmero primo. En tal caso, denotamos el
correspondiente cuerpo por F,.

@ ;Existen mas cuerpos finitos? Si, las extensiones finitas de los F),

Fg, paraq=p",n€N.

illermo Gallego ( a invitacion al programa de Langlands geométrico Seminario Antonio Giraldo y Sonia Sastre



Cuerpos de funciones

@ Sea k =g un cuerpo finito.
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Cuerpos de funciones

@ Sea k =g un cuerpo finito.

@ Una curva proyectiva lisa sobre k es un subconjuto X c P, definido por los ceros de un
conjunto de polinomios homogéneos, sin singularidades, y de dimension 1.
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Cuerpos de funciones

@ Sea k =g un cuerpo finito.
@ Una curva proyectiva lisa sobre k es un subconjuto X c P, definido por los ceros de un
conjunto de polinomios homogéneos, sin singularidades, y de dimension 1.

@ Si Uc X c P] es un abierto de una curva proyectiva lisa, una funcion f: U — kes regular si
f=g/h, paraghe k[ X, ..., X,] polinomios homogéneos.
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Cuerpos de funciones

@ Sea k =g un cuerpo finito.

@ Una curva proyectiva lisa sobre k es un subconjuto X c P, definido por los ceros de un
conjunto de polinomios homogéneos, sin singularidades, y de dimension 1.

@ Si Uc X c P] es un abierto de una curva proyectiva lisa, una funcion f: U — kes regular si
f=g/h, paraghe k[ X, ..., X,] polinomios homogéneos.

@ Definimos el cuerpo de funciones racionales en X como

k(X) ={(Uf) : Uc Xabiertoy f: U— kregular} /~,

con la relacion ~ dada por (U, f) ~ (V, g) siy sélo si flunv = glunv-
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Cuerpos de funciones

@ Sea k =g un cuerpo finito.

@ Una curva proyectiva lisa sobre k es un subconjuto X c P, definido por los ceros de un
conjunto de polinomios homogéneos, sin singularidades, y de dimension 1.

@ Si Uc X c P] es un abierto de una curva proyectiva lisa, una funcion f: U — kes regular si
f=g/h, paraghe k[ X, ..., X,] polinomios homogéneos.
@ Definimos el cuerpo de funciones racionales en X como

k(X) ={(Uf) : Uc Xabiertoy f: U— kregular} /~,

con la relacion ~ dada por (U, f) ~ (V, g) siy sélo si flunv = glunv-
@ Los cuerpos K de la forma K = k(X), para k un cuerpo finito y X una curva proyectiva lisa
sobre k se llaman cuerpos de funciones.
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Cuerpos de funciones

@ Sea k =g un cuerpo finito.

@ Una curva proyectiva lisa sobre k es un subconjuto X c P, definido por los ceros de un
conjunto de polinomios homogéneos, sin singularidades, y de dimension 1.

@ Si Uc X c P] es un abierto de una curva proyectiva lisa, una funcion f: U — kes regular si
f=g/h, paraghe k[ X, ..., X,] polinomios homogéneos.
@ Definimos el cuerpo de funciones racionales en X como

k(X) ={(Uf) : Uc Xabiertoy f: U— kregular} /~,

con la relacion ~ dada por (U, f) ~ (V, g) siy sélo si flunv = glunv-

@ Los cuerpos K de la forma K = k(X), para k un cuerpo finito y X una curva proyectiva lisa
sobre k se llaman cuerpos de funciones.

X=P,. k(X) = k(T) = {p/q: p.q € k[T],gcd(p,q) = 1} .
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El programa de Langlands para cuerpos de funciones

@ Para cuerpos de funciones, el programa de Langlands conjetura una correspondencia que se

expresa igual
{Rep. n-dimensionales de Gal(l_<|K)} < {Rep. automorficas de GL,(Ak)},

donde K = k(X) es el cuerpo de funciones racionales de una curva proyectiva lisa X sobre un

cuerpo finito k = F.
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El programa de Langlands para cuerpos de funciones

@ Para cuerpos de funciones, el programa de Langlands conjetura una correspondencia que se
expresa igual

{Rep. n-dimensionales de Gal(l_<|K)} < {Rep. automorficas de GL,(Ak)},
donde K = k(X) es el cuerpo de funciones racionales de una curva proyectiva lisa X sobre un
cuerpo finito k = F.

@ Los adeéles Ak se definen igual, pero esta vez los valores absolutos admiten una
interpretacion geométrica.
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El programa de Langlands para cuerpos de funciones

@ Para cuerpos de funciones, el programa de Langlands conjetura una correspondencia que se
expresa igual

{Rep. n-dimensionales de Gal(l_<|K)} < {Rep. automorficas de GL,(Ak)},

donde K = k(X) es el cuerpo de funciones racionales de una curva proyectiva lisa X sobre un
cuerpo finito k = F.

@ Los adeéles Ak se definen igual, pero esta vez los valores absolutos admiten una
interpretacion geométrica.

@ Antes de seguir, tenemos que hablar del functor de puntos.
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El functor de puntos

@ Supongamos que X es un conjunto definido por los ceros de un polinomio
feZ[Xi1, X, ..., Xu] con coeficientes enteros.
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El functor de puntos

@ Supongamos que X es un conjunto definido por los ceros de un polinomio
feZ[Xi1, X, ..., Xu] con coeficientes enteros.

@ Podemos considerar el «conjunto de ceros» de fen cualquier anillo A
X(A) ={(x1,x2, ..., xn) € A" : fix1, x2,..., %) =0}.

Este es el conjunto de A-puntos de X.
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El functor de puntos

@ Supongamos que X es un conjunto definido por los ceros de un polinomio
feZ[Xi1, X, ..., Xu] con coeficientes enteros.

@ Podemos considerar el «conjunto de ceros» de fen cualquier anillo A

X(A) = {(x1,x2, ..., xp) € A" fix1, %2, ..., %,) =0} .
Este es el conjunto de A-puntos de X.
@ Ademaés, un homomorfismo de anillos ¢ : A — B induce
X(¢p) : X(A) — X(B)
(X‘l, X250 v Xn) — ((p(XT)a QD(XZ)s D) (P(Xn))
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El functor de puntos. Ejemplos

Ejemplo

S' = {ceros de (X Y) = X+Y - 1} .
$'(2) = {(1,0), (0, 1), (=1,0), (0,=1)},
$'(Q) = {Ternas pitagéricas} /Z,

S'(R) =S,
S'(C) = {(z, w)eC?: zw= 1}.
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El functor de puntos. Ejemplos

Ejemplo

S' = {ceros de (X Y) = X+Y - 1} .
$'(2) = {(1,0), (0, 1), (=1,0), (0, 1)},
$'(Q) = {Ternas pitagéricas} /Z,

S'(R) =S,
S'(C) = {(z, w)eC?: zw= 1}.

W

@ Si kes un cuerpo, y Xes un conjunto algebraico definido sobre k, podemos considerar X(k’)
para cualquier extension de cuerpos k’|k.
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El functor de puntos. Ejemplos

Ejemplo

S' = {ceros de (X Y) = X+Y - 1} .
$'(2) = {(1,0),(0,1),(=1,0), (0,-1)},
$'(Q) = {Ternas pitagéricas} /Z,

S'(R) =S,
S'(C) = {(z, w)eC?: zw= 1}.

W

@ Si kes un cuerpo, y Xes un conjunto algebraico definido sobre k, podemos considerar X(k’)
para cualquier extension de cuerpos K| k. En particular, X(k) # @.
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El functor de puntos. Ejemplos

Ejemplo

S' = {ceros de (X Y) = X+Y - 1} .
$'(2) = {(1,0),(0,1),(=1,0), (0,-1)},
$'(Q) = {Ternas pitagéricas} /Z,

S'(R) =S,
S'(C) = {(z, w)eC?: zw= 1}.

W

@ Si kes un cuerpo, y Xes un conjunto algebraico definido sobre k, podemos considerar X(k’)
para cualquier extension de cuerpos K| k. En particular, X(k) # @.

X={(xy) : 2 +y*=-1}, X(R) = @, pero X(C) # @.
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Valores absolutos y puntos de X

Teorema

Si K = k(X) es un cuerpo de funciones, existe una biyeccion X(k) = {Lugares de K}.
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Valores absolutos y puntos de X

Teorema

Si K = k(X) es un cuerpo de funciones, existe una biyeccion X(k) = {Lugares de K}.

@ Six e X(k), en particular x € X(k') para alguna extension finita k'/k.
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Valores absolutos y puntos de X

Teorema

Si K = k(X) es un cuerpo de funciones, existe una biyeccion X(k) = {Lugares de K}.

@ Six e X(k), en particular x € X(k') para alguna extension finita k'/k.
@ La complecion de K con respecto al valor absoluto correspondiente a x es el cuerpo de series
de Laurent formales
Ky = k((X-x)) = Zan(X—x)” ca, € kNeZ
n=N
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Valores absolutos y puntos de X

Teorema

Si K = k(X) es un cuerpo de funciones, existe una biyeccion X(k) = {Lugares de K}.

@ Six e X(k), en particular x € X(k') para alguna extension finita k'/k.

@ La complecion de K con respecto al valor absoluto correspondiente a x es el cuerpo de series
de Laurent formales

Kx=k((X—x))={ian(X—x)”:anek,NEZ}.

n=N
El correspondiente anillo de enteros esta formado por las series de potencias formales

(o)

Oy = K[[X~-x]] = Zan(X—x)” ‘a, €k

n=0
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Valores absolutos y puntos de X

Teorema

Si K = k(X) es un cuerpo de funciones, existe una biyeccion X(k) = {Lugares de K}.

@ Six e X(k), en particular x € X(k') para alguna extension finita k'/k.

@ La complecion de K con respecto al valor absoluto correspondiente a x es el cuerpo de series
de Laurent formales

Kx=k((X—x))={ian(X—x)”:anek,NEZ}.

n=N

El correspondiente anillo de enteros esta formado por las series de potencias formales

O,=k[[X-X]] = {ian(X—x)” ta, € k}.

n=0

@ En consecuencia: Ag = {(fi)xex : fx € Kw fx € Ox para casi todo x}.
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Superficies de Riemann

@ Las curvas proyectivas lisas sobre C se corresponden con las superficies de Riemann
compactas.
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Superficies de Riemann

@ Las curvas proyectivas lisas sobre C se corresponden con las superficies de Riemann
compactas.
@ Una superficie de Riemann compacta es una terna X = (S, U, {¢u} ycqs)> cON
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Superficies de Riemann

@ Las curvas proyectivas lisas sobre C se corresponden con las superficies de Riemann
compactas.
@ Una superficie de Riemann compacta es una terna X = (S, U, {¢u} ycqs)> cON
e Sespacio topoldgico compacto, conexo y Ty;
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Superficies de Riemann

@ Las curvas proyectivas lisas sobre C se corresponden con las superficies de Riemann
compactas.
@ Una superficie de Riemann compacta es una terna X = (S, U, {¢u} ycqs)> cON
e Sespacio topoldgico compacto, conexo y Ty;
o U recubrimiento por abiertos de S;
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Superficies de Riemann

@ Las curvas proyectivas lisas sobre C se corresponden con las superficies de Riemann
compactas.
@ Una superficie de Riemann compacta es una terna X = (S, U, {¢u} ycqs)> cON
e Sespacio topoldgico compacto, conexo y Ty;
o U recubrimiento por abiertos de S;

e paracada Ue U, ¢y : U— C define un homeomorfismo de U con un dominio Dy € C de
modo que,
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Superficies de Riemann

@ Las curvas proyectivas lisas sobre C se corresponden con las superficies de Riemann
compactas.
@ Una superficie de Riemann compacta es una terna X = (S, U, {¢u} ycqs)> cON
e Sespacio topoldgico compacto, conexo y Ty;
o U recubrimiento por abiertos de S;

e paracada Ue U, ¢y : U— C define un homeomorfismo de U con un dominio Dy € C de
modo que,dado otro V € U, la funcién

o
I//U\/Z(pu(UﬂV)CDu—U> Uun Vﬂ(pv(UﬂV)CDv,

es holomorfa.
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Superficies de Riemann

@ Las curvas proyectivas lisas sobre C se corresponden con las superficies de Riemann
compactas.

@ Una superficie de Riemann compacta es una terna X = (S, U, {¢u} ycqs)> cON
e Sespacio topoldgico compacto, conexo y Ty;
o U recubrimiento por abiertos de S;

e paracada Ue U, ¢y : U— C define un homeomorfismo de U con un dominio Dy € C de
modo que,dado otro V € U, la funcién

(pfl
I//U\/Z (pu(Uﬂ V) C Du—U> Uun Vﬂ) (pv(Uﬂ V) C D\/,
es holomorfa.

@ En analogia con el caso de cuerpos finitos, para cada punto x € X tenemos
Ox=C[[X-x]] =C[[T]] =0,
Ke=C((X-x) = C((T)) =K
Ax=Acx) = {(fdxex : fx € K fx € O para casi todo x} .
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Grupo de Galois y grupo fundamental

@ Sea Y — Xun homomorfismo de curvas proyectivas lisas de tal forma que Y es un espacio
recubridor de X.
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Grupo de Galois y grupo fundamental

@ Sea Y — Xun homomorfismo de curvas proyectivas lisas de tal forma que Y es un espacio
recubridor de X. En tal caso k(Y)|k(X) es una extension y

f
Gal(k(V)[K(X)) = Deck(V]X) = {fe Aut(¥): * o conmuta

X
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Grupo de Galois y grupo fundamental

@ Sea Y — Xun homomorfismo de curvas proyectivas lisas de tal forma que Y es un espacio
recubridor de X. En tal caso k(Y)|k(X) es una extension y

f
Gal(k(V)[K(X)) = Deck(V]X) = {fe Aut(¥): * o conmuta

X

@ Podemos pensar en Gal(k(X)|k(X)) como un «grupo fundamental» de X.
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Grupo de Galois y grupo fundamental

@ Sea Y — Xun homomorfismo de curvas proyectivas lisas de tal forma que Y es un espacio
recubridor de X. En tal caso k(Y)|k(X) es una extension y

f
Gal(k(V)[K(X)) = Deck(V]X) = {fe Aut(¥): * o conmuta

X

@ Podemos pensar en Gal(k(X)|k(X)) como un «grupo fundamental» de X.

@ Obtenemos entonces la siguiente analogia

Cuerpos de funciones K < Superficies de Riemann X

Representaciones de Gal(K|K) <> Representaciones de 71 (X).
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Sistemas locales

@ Las representaciones del grupo fundamental pueden interpretarse geométricamente como
sistemas locales.
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Sistemas locales

@ Las representaciones del grupo fundamental pueden interpretarse geométricamente como
sistemas locales.
@ Un sistema local en una superficie de Riemann X esta dado por

e un recubrimiento por abiertos U de X,
e para cada U € U un espacio vectorial ¥ (U),
e paracada U, Ve U con UN V # @, un isomorfismo

guv: F(U) — F(V).
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Sistemas locales

@ Las representaciones del grupo fundamental pueden interpretarse geométricamente como
sistemas locales.
@ Un sistema local en una superficie de Riemann X esta dado por

e un recubrimiento por abiertos U de X,
e para cada U € U un espacio vectorial ¥ (U),
e paracada U, Ve U con UN V # @, un isomorfismo

guv: F(U) — F(V).

@ La monodromia da una equivalencia entre los sistemas locales y las representaciones
lineales de 1 (X).
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Adéles y fibrados

@ Un fibrado holomorfo de rango n sobre una superficie de Riemann n es un espacio
topolégico p: E— Xtal que
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Adéles y fibrados

@ Un fibrado holomorfo de rango n sobre una superficie de Riemann n es un espacio
topolégico p: E— Xtal que
e para cada x € Xexiste un entorno U de x y un homeomorfismo ¢y : p~'(U) — Ux C" tal que el

diagrama P = Uxcr conmuta
P 5
> i,
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Adéles y fibrados

@ Un fibrado holomorfo de rango n sobre una superficie de Riemann n es un espacio
topolégico p: E— Xtal que
e para cada x € Xexiste un entorno U de x y un homeomorfismo ¢y : p~'(U) — Ux C" tal que el

diagrama P = Uxcr conmuta
P 5
> i,

o si escribimos (pL‘/1 o pv(x v) = (x, guv(x)v), las correspondientes aplicaciones
guv: UNV — GL,(C) son holomorfas.
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Adéles y fibrados

@ Un fibrado holomorfo de rango n sobre una superficie de Riemann n es un espacio
topolégico p: E— Xtal que
e para cada x € Xexiste un entorno U de x y un homeomorfismo ¢y : p~'(U) — Ux C" tal que el

diagrama P = Uxcr conmuta
P 5
> i,

o si escribimos (pL‘/1 o pv(x v) = (x, guv(x)v), las correspondientes aplicaciones
guv: UNV — GL,(C) son holomorfas.

@ Sea
Bun,(X) = {Fibrados holomorfos de rango n sobre X} /isomorfismo.
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Adéles y fibrados

@ Un fibrado holomorfo de rango n sobre una superficie de Riemann n es un espacio
topolégico p: E— Xtal que
e para cada x € Xexiste un entorno U de x y un homeomorfismo ¢y : p~'(U) — Ux C" tal que el

ding p (V) —2 Uuxcr .
lagrama P conmuta;
> i,

o si escribimos (p[ﬂ o pv(x v) = (x, guv(x)v), las correspondientes aplicaciones
guv: UNV — GL,(C) son holomorfas.

@ Sea
Bun,(X) = {Fibrados holomorfos de rango n sobre X} /isomorfismo.

Teorema (Weil)

Existe una biyeccion

Bun,(X) = GL,(K)\ GL,(Ax)/GL,(O).
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El programa de Langlands geométrico

@ El ultimo paso para completar el enunciado de la version geométrica del programa de
Langlands consiste en dar un analogo de las representaciones automérficas para Bun,(X).
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El programa de Langlands geométrico

@ El ultimo paso para completar el enunciado de la version geométrica del programa de
Langlands consiste en dar un analogo de las representaciones automérficas para Bun,(X).

@ Sobre un cuerpo finito Fq las funciones automorficas en GL,(K)\ GL,(Ak)/GL,(O) pueden
obtenerse a partir de haces perversos en ese espacio.
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El programa de Langlands geométrico

@ El ultimo paso para completar el enunciado de la version geométrica del programa de
Langlands consiste en dar un analogo de las representaciones automérficas para Bun,(X).

@ Sobre un cuerpo finito Fq las funciones automorficas en GL,(K)\ GL,(Ak)/GL,(O) pueden
obtenerse a partir de haces perversos en ese espacio.
@ Sobre C, la correspondencia de Riemann-Hilbert identifica los haces perversos con los

PD-mddulos.
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El programa de Langlands geométrico

@ El ultimo paso para completar el enunciado de la version geométrica del programa de
Langlands consiste en dar un analogo de las representaciones automérficas para Bun,(X).

@ Sobre un cuerpo finito Fq las funciones automorficas en GL,(K)\ GL,(Ak)/GL,(O) pueden
obtenerse a partir de haces perversos en ese espacio.

@ Sobre C, la correspondencia de Riemann-Hilbert identifica los haces perversos con los
D-mébdulos.

@ Finalmente, llegamos a que, para una superficie de Riemann compacta X, el programa de
Langlands geométrico ha de relacionar objetos de la forma

{Sistemas locales de rango nen X} & {D-moddulos en Bun,(X)} .
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