TEORIA DE HODGE

Guillermo Gallego Sdnchez

1. La idea formal

Sea M una variedad compleja conexa y compacta de dimensién compleja n. Recordemos
que las k-formas diferenciables complejas admitian una descomposicién

k(M) = € ()

p+a=k

y teniamos el siguiente bicomplejo de cocadenas

A A

0 0

L0 grrta(ar) 2 grrtari(g) —2 .

0 0

. —5> vaq(M) —5> QP,Q"FI(M) L}

0 0

de forma que definiamos la cohomologia de Dolbeaut

{wePIM): 0w =0}
B o(Qra=t(M)) '
El propésito fundamental de la teoria de Hodge es encontrar unos representantes «especiales»
de estas clases de cohomologia.

Aunque las conclusiones de la teoria de Hodge no son de caracter métrico, serd crucial
escoger de modo auxiliar una métrica hermitica ds? en M. En coordenadas esta métrica puede
expresarse como

HP(M)

d82 = Z h”(Z)dZZ X dZi,
irj
y por Gram-Schmidt podemos «diagonalizar» esta métrica por congruencia. Es decir, podemos
encontrar una referencia unitaria, esto es, un conjunto de formas diferenciales de tipo (1,0)

{¢1,...,0n} tal que
ds? = Z%’ @ @

Con esta referencia unitaria, podemos inducir una métrica en los fibrados AP4(T*M): si

Oy = Z O‘IJ(:L‘)(ph/\"'/\(pip/\@jl/\”'/\@jq|x’
|=p,|J|=q

Bz = Z Bri(x)ps A== Ny, N@jy A=+ N @i |a,
[I|=p,|J|=q



definimos

(Q, Be) = Z ary(x)Brs(x).

[I|=p,|J|=q

La métrica hermitica ds? induce también una forma de volumen en M
dVOlM:Kngpl/\"'/\gpn/\@l/\"'/\@m

con K, cierta constante que no nos interesa. Definimos ahora el operador estrella de Hodge
x : PI(M) — QPP 9(M), de forma que

aAxf = (a,)dvoly,.

Usando la forma de volumen, a partir de la métrica definida en los fibrados (-,-), podemos
definir una métrica «L?» en los espacios de secciones QP4 (M):

(a,ﬁ}Lzz/M<a,ﬁ>dvolM:/Ma/\*ﬁ.

Esta métrica dota a (QP9(M), (-, -);-) de la estructura de espacio prehilbertiano.

Consideremos ahora el operador de Dolbeaut 9 : QP4(M) — QP9+ (M). Este operador tiene
un operador adjunto «formal» con respecto a la métrica L2, 9* : QP4H1(M) — QP9(M), definido
por la relacion:

(@, 08) 2 = (0"v, B) 12,

para cualesquiera o € QP4 (M) y B € QP4(M).

La idea clave ahora es la siguiente: vamos a tratar de determinar las clases de cohomologia
por sus elementos de norma minima. Es decir, nos hacemos la siguiente pregunta: dada una
clase de cohomologia a € HP9(M), jexiste un representante o de a con norma minima?

Lema 1.1. Una forma 0-cerrada a € QM) es de norma minima en o + 024~ (M) si y
solo si 0*a = 0.

Demostracién. En primer lugar, supongamos que una 0*« = 0. Entonces, para toda 3 &
QPa~1(M) tenemos

lov+ 8813 = (o + 86, 0+ 08) 1z = llall} + 1081 + 2Re(a, 05) 1

Ahora, B B
<O‘=8ﬁ>L2 - <a*a76>L2 = 07

ya que 0*a = 0. Por tanto,
lac+ 3Bl 72 = lledlz2 + 1108172 = [l 72-

Por otra parte, supongamos que « es de norma minima. Entonces, para cualquier § €
QPa~1(M) ha de cumplirse que

— || —|—t5ﬁ||22 =0.
O], t
Ahora,
d =2 O 2 201 2112 A
S| o @813 = S| (ol + RIBIE. + 2tReta, 35) )
t=0 t=0

= 2t[|0B|)32 + 2Re(e, 3B) 5|, = 2Rela, DB) .,

-



mientras que

0 TN 0 2 2 2
2l ot @l = =] (lal + 21815 + 2m(a, 35),.)
ot],_, ot],_,
= 2t||55|liz + 2Im(e, §5>L2|t:0 = 2Im(a, 55>L2'

Tenemos entonces que - B

(0", 08) 12 = (@, 08) ;2 = 0.
Como esto es cierto para cualquier 3 € QP971(M), concluimos que 9*a = 0, como querfamos
probar. O

De este resultado, si podemos identificar cada clase de cohomologia con su elemento de
norma minima, podemos concluir, al menos formalmente, la siguiente correspondencia

HPU(M) +— {a € QP(M) : da =0,0"a =0} .
Consideremos ahora el operador laplaciano
A = 09* + 9*0,
y notemos que Aa = 0 si y sélo si 0o = 0y *a = 0. En efecto, en un sentido es claro. Veamos
entonces qué pasa si Aa = 0. En tal caso, lo que sucede es que
0= (Aa,a);, = (00*a,a)» + (00, a) 1 = (0, 0 ) o + (O, Do) ;5 = || 0%t ;2 + || 0|2,
con lo cual, da = 0*a = 0. Definimos el conjunto de formas armdnicas de tipo (p,q) como
HPIM) ={a € QM) : Aa=0}.
Precisamente lo que queremos demostrar es lo siguiente:
Teorema 1.2 (Hodge). Ezxiste un isomorfismo
HP(M) —=— HP1(M).

Noétese que aiin no hemos probado este teorema. Hemos dado una idea formal pero nuestro
argumento tiene una serie de fallos que habra que remediar:

1. Los espacios (QP9(M), (-,-),») no son completos y el operador 0 no es acotado, de forma

que tenemos una dificultad a la hora de definir el operador adjunto 0*.

2. El espacio de las formas de tipo (p, ¢) cerradas es de dimensién infinita, de forma que, a
menos que las clases de cohomologia, vistas como subespacios vectoriales sean cerradas,
no tienen por qué estar determinadas por el representante de norma minima y demostrar
que esas clases son, en efecto, cerradas es algo altamente no trivial.

Antes de continuar, veamos por qué, en efecto, podemos entender A como un genuino
laplaciano. Si a € QP4(M) en coordenadas locales se escribe en la forma

o = E OZ[JdZ]/\dZ],
[|=p,|J|=q
entonces es facil comprobar que

2 1 2 2
Aa = -2 Z g aIi{dZ]/\dZ]:—§ Z (a—2+aa—y2) arydzr Ndzy,

H1=p,|J|=q,i [=p,|J|=q,i
con z; = x; +y;. Es decir, localmente A actia como el laplaciano sobre las funciones ay;. Asi,
podemos pensar que el problema de buscar las formas armoénicas en las clases de cohomologia
de HP4(M) es similar al de resolver la ecuacién de Laplace. Esto, junto con las observaciones
anteriores, deja bastante claro que si queremos atacar la demostracion del teorema de Hodge va
a ser necesario recurrir a técnicas de andlisis funcional, que repasaremos en la siguiente seccién.



2. La teoria local: Nociones de analisis funcional

2.1. Espacios de Hilbert

En primer lugar, recordemos algunas definiciones y resultados basicos sobre espacios de
Hilbert.

Definicién 2.1. Un espacio de Hilbert (complejo) es un espacio vectorial complejo equipado
de un producto hermitico (-,-) que es completo con respecto a la métrica inducida por este
producto.

Ejemplo 2.2. El ejemplo mas importante de espacio de Hilbert complejo de dimension infinita
es L?(U), con U C R™ un conjunto abierto, conexo y acotado. Este espacio estd definido! por

L%U)z{f:U—>C:/f2<oo}.
U
El producto hermitico viene dado por

<f7g>L2(U) = /UJEQ
[

Definicién 2.3. Sean X e Y dos espacios de Hilbert. Un operador lineal 7' : X — Y se dice
acotado si existe una constante C' tal que

[Tzlly < ClTz|x

para todo = € X. Es facil comprobar que un operador es acotado si y sélo si es continuo.

Un operador lineal acotado L : X — C se llama un funcional lineal acotado en X . Definimos
el espacio dual (topoldgico) de X como el espacio X* formado por los funcionales lineales
acotados en X.

SiT: X — Y es un isomorfismo lineal acotado y con inversa acotada® (esto es, T es
un isomorfismo lineal y un homeomorfismo), decimos que 71" es un isomorfismo de espacios de
Hilbert.

Teorema 2.4 (Teorema de representacion de Riesz). Para cada funcional lineal acotado L €
X*, existe un unico elemento xy, € X tal que

L(y) = (xr,y)
para todo y € X. La aplicacion
X" — X
L+— z;
es un isomorfismo.

Definicién 2.5. SiT : X — Y es un operador lineal acotado, definimos su adjunto T* : Y — X
como aquel que cumple

<T:IZ‘, y>Y = <$7 T*y>X7
para todo x € X y para todo y € Y. Decimos que T": X — X es autoadjunto si T* =1T.

ITécnicamente, los elementos de L?(U) son clases de equivalencia de funciones de cuadrado integrable, donde
dos funciones se consideran equivalentes si sus valores difieren tan solo en un conjunto de medida nula.

2El teorema de la aplicacién abierta garantiza que basta pedir que T sea acotado y un isomorfismo lineal
para que su inversa sea acotada



Definicién 2.6. Un operador lineal acotado K : X — Y se dice compacto si, para cada sucesion
acotada {xk}zozl en X existe una subsucesién {xkj};il tal que {Ka:kj }jil converge en Y.
Definicién 2.7. Sea T : X — X un operador lineal acotado. Se define el espectro de T como
el conjunto

o(T)={X € C: (T — \I) no es biyectiva},

con I el operador identidad. Un elemento A € o(T') se dice un autovalor de T si ker(T — \I) #
{0}. El conjunto de los autovalores de T' se llama el espectro puntual de T y se denota por
0,(T). Dado A € 0,(T), un elemento = € ker(7T — AI) es un autovector de T' con autovalor .
Es decir, si x € X es un autovalor de T con autovalor A, entonces

Ty = d\x.

Definicién 2.8. Un espacio de Hilbert es separable si lo es como espacio topoldgico, es decir,
si tiene un subconjunto denso numerable.

El teorema central en toda esta parte es el siguiente:

Teorema 2.9 (Teorema espectral). Sea X un espacio de Hilbert separable y K : X — X un
operador lineal compacto y autoadjunto. Entonces

1. 0 e o(K),
o(K)\ {0} = a,(K) \ {0},

o(K) es finito o es una sucesion que tiende a cero,

existe una base ortonormal de X que consiste en autovectores de K, es decir, podemos
dar una descomposicion

B

con 0,(K) = {\; i € N} y E(\;) subespacio de dimension finita formado por los auto-
vectores de autovalor \;.

Los resultados de esta seccién pueden leerse en [I, Apéndice D] o en cualquier libro tipico
de andlisis funcional, por ejemplo [5].

2.2. Espacios de Sobolev

Ejemplo 2.10. Supongamos que se nos da un problema de contorno, como por ejemplo

(1)

—y" + 2y =e* + cosx
y(0) = 1Ly(1) =2.

Es facil definir lo que entendemos como una solucién del problema (1): una funcién y € C*([0, 1])
que cumpla la ecuacion y los datos. Sin embargo, podemos cambiar la funcién a la derecha de
la ecuacién por otra con una forma mas complicada, por ejemplo, que no sea continua, como

1, ze0,1/2)
f<x)_{o, v € 1/2,1),



De modo que ahora queremos resolver el problema de contorno

—y" +2y = f(z)
y(0) =1,y(1) =2.

En este caso ya no podemos pedir que la solucién sea C?, en esta seccién vamos a tratar de
ver en qué espacios pueden vivir estas funciones que podemos entender como «soluciones» de
problemas como el (2).

En primer lugar, vamos a cambiar ligeramente el aspecto de nuestra ecuacién. Para ello
consideramos una funcién ¢ en [0, 1], con ¢(0) = ¢(1) = 0 tan buena como queramos, por
ejemplo ¢ € C*°([0,1]) y la multiplicamos por la ecuacién

(2)

-0+ 2yp = fo.

Integramos a ambos lados y obtenemos

1 1 1
—/ y”<,0+/ 2y90=/ fe.
0 0 0
1 1 1
/y’90’+2/ W:/ fe.
0 0 0

Buscaremos entonces qué funciones y pueden hacer que estas integrales tengan sentido. Los
espacios en los que viven estas y seran los que llamaremos espacios de Sobolev. Para que la
integral fol yp tenga sentido basta pedir que y € L*([0,1]). Sin embargo, jqué le tenemos que

Integrando por partes

pedir a y para que fol y' ¢’ tenga sentido? ;Qué es y'7 ; Se puede definir algin tipo de derivada?

Més en general, si para una funcién ¢, denotamos por ¢,, a la derivada parcial g—fl_, dada
una funcién u, queremos hallar una funcién «derivada débil» (respecto de x;), que podremos
denotar como u,, que cumpla la férmula de integraciéon por partes. Es decir, u,, ha de ser tal

que
/u('lpl'z = _/uxigp7

para cualquier ¢ «suficientemente buena» y de soporte compacto. De nuevo, para que esta
integral tenga sentido, es necesario que esta u,, € L*([0, 1]). O

Definicién 2.11 (Derivada débil y espacios de Sobolev). Sea U C R™ un subconjunto abierto
y conexo y sea u € L2(U). Se dice que una funcién v € L*(U) es la derivada débil de u respecto

de x; si
/UQPMZ_/USD
U U

para toda ¢ € C*°(U) con soporte compacto en U. Esta v se denota como u,,.
Mas generalmente, para un multiindice a = (o,,...,;,) con 1 < iy < --- < i, < N, se
dice que una funcién v € L?(U) es una derivada débil de u respecto del multiindice o si

/QuD“soz(—l)“'/Qw

olel

Qg ag. "
ale c aZCirT

para toda ¢ € C°(12), donde
D* =

Esta v se denota como D*u.
Finalmente, se definen los espacios de Sobolev como los conjuntos

H*(U) = {u e L*(U) : D’u € L*(U), para todo |j| < k} .

6



Ejemplo 2.12. Sea f(z) = |z| para x € (—1,1). Definimos

f,($):{1 x>0,

-1 x<0.

Veamos que, en efecto, f’ es la derivada débil de f. Basta comprobar la férmula: dada ¢ €
C2°((0,1)), tenemos que

1

[ @@= [ g = [ ad@ans [ i@
= [ wwar— [ etoytr=- [ r@wewan

-1

En H*(U), podemos definir la métrica hermitica

(u, U>Hk(U) - Z (D%, D%>L2(U)7

o<k

en particular
(u, 0) g1y = (U, V) 2y + (VU VU) 127y

Esta métrica dota a los espacios H¥(U) de la estructura de espacio prehilbertiano. Puede
probarse, que, de hecho, estos espacios son completos, de modo que los H*(U) son espacios de
Hilbert.

Denotamos por C°(U) a todas las funciones diferenciables en U con soporte compacto.
Claramente, C>°(U) C H}(U) para todo k € N. Definimos HY(U) como la adherencia de
C>(U) en H*(U). Este espacio HY(U) es completo por ser cerrado y hereda la métrica de
H*(U), de modo que es un espacio de Hilbert.

Enunciamos ahora dos teoremas fundamentales sobre espacios de Sobolev que nos seran de
utilidad:

Teorema 2.13 (Inclusiones de Sobolev). Se tiene la siguiente inclusion
H[%]—H—i—k(U) C Ck(U)
En consecuencia
(E"(U) c c>=(U).
k
Teorema 2.14 (Rellich-Kondrachov). El espacio H*(U) estd contenido de forma compacta en
L*(U), es decir, se tiene una inclusion i : H*(U) < L*(U), con i operador compacto.

Los resultados de esta seccién pueden verse expuestos con detalle en [I]. Sin embargo,
recomiendo més la lectura de [7, Capitulo 4] o de [0], que usan las propiedades de la transformada
de Fourier para dar pruebas sencillas de estos resultados.

3. La teoria global

3.1. Espacios de Sobolev en variedades compactas

Volvemos al contexto original: M es una variedad compleja conexa y compacta de dimension
compleja n. Consideremos el fibrado AP4(T*M) y {U,, ¢} una trivializacién suya. Sea también
{pa} una particién diferenciable de la unidad subordinada a {U,}. Tenemos el diagrama

7



AP9(T*U,) — 22— U, x C7

@
Ua - > Ua,s

de modo que tenemos un isomorfismo

Po VU Ua) = (CF(Ua))"-

Definimos la k-métrica de Sobolev en QP7(M) como la métrica hermitica

T

(@,0) e = Y > (Pri(Fpaw)s Pi(Bpa0)) e (v

a =1

con pr; : (C*(Uy))" — C*(U,) la i-ésima proyeccién. Denotamos por 74 (M) la complecién de
QP4(M) respecto de la métrica (-, -) ;. Andlogamente, denotamos Q273(M) a la complecion de
QP4(M) respecto de la métrica (-, -) ., definida en la seccién 1. Ast, los espacios (275 (M), (-, ) 2)
y (55 (M), (-, -) &) son espacios de Hilbert.

Los resultados fundamentales de la teoria local se generalizan a nuestro caso, de modo que
tenemos los siguientes teoremas:

Teorema 3.1 (Inclusién global de Sobolev). Se tiene la siguiente inclusion

(% (M) C Q(M)

Teorema 3.2 (Rellich-Kondrachov, version global). Se tiene la siguiente inclusion compacta

QP (M) C QPE(M).

3.2. El producto de Dirichlet

Volviendo a lo que estabamos tratando en la primera seccion, recordemos que uno de nuestros
problemas era que en general el operador d no es acotado. La idea entonces es encontrar una
métrica en QP4(M) en la que 0 pueda ser acotado. Para ello definimos el producto de Dirichlet:

<057B>D = <a’ﬁ>L2 + <5a756>L2 + <5*a75*5>L2'

La clave ahora es que localmente los operadores 0 y 0* actiian como 0z v 0., respectivamente, de
modo que no es dificil convencerse de que esta métrica es equivalente a la 1-métrica de Sobolev
(,)g1- Asi, si completamos QP9(M) respecto de la métrica (-,-),, obtenemos precisamente
QP4 (M), de modo que usaremos indistintamente la notacién (-,-),: para la métrica (-,-),.
Ahora,

||§w||i2 - <5w7 5W>L2 S <5w7 5W>L2 + <5*w7 5*W>L2 + <W’W>L2 = <W7W>H1‘
Por tanto, podemos extender por densidad O a un operador que si es acotado
an(M) % Qp,q+1(M)
0P (M) —2—— Qrat (M),
Andlogamente, podemos extender 9* a 9 : Q04 (M) — QP¥(M) y se cumple que

<604a 6>L2 = (a, 3*B>L2
para todo o € QP4 (M) y para todo § € Q’I}‘{H(M).

8



3.3. La descomposiciéon espectral

Recordemos que habiamos reducido nuestro problema original a buscar soluciones de la
ecuacién de Laplace, es decir, a encontrar formas o tales que Aa = 0. Esto es lo mismo que
hallar formas « con

(I +A)a=a.

El operador T' = I+ A es (al menos débilmente) invertible y ademés, una forma es un autovector
de T~ si y sélo si lo es de A. En efecto, si existe o # 0 tal que T"'a = pa, con p # 0 (esto es
seguro porque T es invertible), entonces (I + A)ua = «, luego

1 —p
"

Ao =

Q.

Por tanto, una forma « es un autovector de A con autovalor A si y sélo si es un autovector
de T~ con autovalor 14+>\ Tenemos entonces que nuestro problema se reduce a estudiar el
espectro de T~1. En particular, ker A serd precisamente el espacio E(1) de autovectores de T'
con autovalor 1.

En primer lugar, busquemos ese operador «inverso» de T'. Para ello, dada una forma « €
QPJ(M) buscamos una forma 3 tal que T3 = «, al menos formalmente. Ahora, lo que buscamos
son soluciones débiles, para ello, consideramos una forma diferenciable w € QP4(M), de modo
que

<Tﬁ7W>L2 = <a7w>L2‘

Pero, como T es autoadjunto, ya que A e [ lo son, realmente lo que buscamos es una 3 que
verifique la igualdad

<67 Tw>L2 = <a7w>L27

que si que tiene sentido, no solo formalmente. N6tese ademés que, si § € Q7 (M) y w € QPI(M),
entonces

(s = (Bl 00, s + 078,078
= (B,w) 2+ (8,0°0w) 12 + (B, 00"w) 12
—<ﬁ7<I+A) >L2_<57TW>L2'

Lema 3.3. Sea o € QU (M).
1. Eziste una tnica T 'a € Q01 (M) tal que
(o, W) o = (T W) = (T, Tw) 1,
para toda w € QPI(M).

2. El operador lineal

OL(M) 5 QM) —— Q)
es acotado, compacto y autoadjunto.

Demostracion. El funcional

Lo : QP9(M) — C
w— (a,w) 2



verifica
(e, w) o] < ez llwll g < llafl g llwll g

de modo que se extiende por densidad a un funcional
Lo : Q01(M) — C
w— (a,w)o.

Como Q%4(M) es un espacio de Hilbert, el teorema de representacién de Riesz garantiza que
existe una tnica § € Q01 (M) tal que

<57W>H1 = La(w) - <a7w>L27

para toda w € QU (M).
Ahora, puedo definir el operador

T QUI(M) — QB4(M)
a— [,

que es autoadjunto, por serlo 7. Ademés, T~! es acotado; en efecto,
1T allfn = (T, T ) = (@, T 1) o <l 2 | T | 2
ahora, por la desigualdad de Young generalizada puedo tomar un € < 1 tal que
—1 2 —1 Lot g2 L2
1T allzs < Nl |17 all e < ST allze + Sllallz:;
finalmente, como |[|-||;2 < ||| 51, tenemos que
1T ol < ez

Por tltimo, como por el teorema de Rellich-Kondrachov la inclusion Q%1 (M) — QUJ(M) es
compacta, K es un operador acotado y compacto y ademés es autoadjunto por serlo 771, [

En resumen, hemos construido un operador lineal 771 : QVI(M) — QI (M) compacto
y autoadjunto al que le podemos aplicar el teorema espectral, que garantiza que su espec-
tro ap(Tfl) = {p; : i € N} es finito o es una sucesiéon que tiende a cero y que tenemos una
descomposicién

(M) = D ).

con E(y;) subespacio de dimensién finita formado por los autovectores de T~1 de autovalor ;.
Recordemos que « era un autovector de A con autovalor \ sélo si lo era de 7~ con autovalor

715 Por tanto, E(1) = H7{ (M) = ker A y tenemos la descomposicién

3.4. Regularidad

De momento sélo hemos obtenido soluciones débiles de la ecuacién de Laplace. Es decir,
todavia necesitamos garantizar que estas soluciones, en principio en Q77(M) son verdaderas
formas diferenciables, es decir, que de hecho estan en QP4(M).

Lema 3.4 (Regularidad). Si o € Q74(M) es un autovector de T~*, entonces ac € QP(M).

10



Demostracion. Como ya vimos, localmente A era un verdadero laplaciano, es decir, consistia
en derivadas de orden 2. Por tanto, el laplaciano de una funciéon que tenga k derivadas débiles,
tendrd, al menos, k — 2 derivadas débiles, es decir, T : Q%4 (M) — Q%% ,(M). Por tanto,
T QUIL(M) — QU4 (M). Pero, si a € Q04 (M) es un autovector de 7' con autovalor ,

entonces 1
a= ET_la e O, (M).

Iterando, tenemos que o € QY% (M) para todo N € N. Por la inclusién de Sobolev,

a €[\ i(M) C (M),
k

como queriamos probar. O

En conclusion, podemos refinar nuestra descomposicion a

OPI(M) = HPU (M) & (HP(M))™*.

3.5. Operador de Green

En virtud de esta descomposicién, tenemos que una forma w € QP9(M) puede escribirse
como
w=wh + wL,

con wh € HPY(M) y wt € (HP4(M))*+. Ahora, el operador A es acotado y, como la sucesién

Hi
autovalores de A es una sucesion creciente y podemos tomar su elemento més pequeno no nulo,
A1, sin pérdida de generalidad. Tenemos entonces la cota

— . .y 1—:
{:ui}ieN de los autovalores de T~! era decreciente a cero, la sucesién {)\i = —“Z} de los
ieN

||AO‘”L2 > |/\1|||a||L27

en (HP(M))*. Esto implica que A es invertible en (HP4(M))+ y su inversa es el operador de
Green

o {o, si w € HPA(M),

1 : 1
W, slw € E(_1+>\n)'

Ahora,
Aw = AW + Awt = Awt

y, como wr € (HP1(M))*,
wh = GAw' = GAw.

Por tanto, podemos escribir
w=w"+GAw =w" + G0 0w + GId*w.
Supongamos ahora que w es 0-cerrada, es decir, que Ow = 0. En tal caso
w=w"+ GO0*w.
Como 0 y 0* conmutan con A también lo hacen con G y tenemos

w=w"+ 9(Gow).

11



En conclusién [w] = [w"] y la aplicacién

QPI(M) —s HPI(M)

w— Wl

es una proyeccion ortogonal que desciende a un isomorfismo

HPU(M) — HPI(M)

[w] — W™

Esto finaliza la demostracion del teorema de Hodge.
Un corolario inmediato de la demostracién es el siguiente:

Corolario 3.5. Los grupos de cohomologia de Dolbeaut de una variedad compleja compacta son
de dimension finita.

4. Dualidad de Kodaira-Serre

En esta seccion veremos uno de las consecuencias més importantes del teorema de Hodge.
Es facil comprobar que se verifica la igualdad 0* = — % 0%, de modo que *A = Ax. Esto implica
que la estrella de Hodge induce un isomorfismo

sk HPU M) — H"PI(M).
En particular, como *1 = dvoly;, tenemos
HV (M) = C - dvoly,.
Corolario 4.1 (Dualidad de Kodaira-Serre). Se tiene que H"(M,Q2") = C y que
HY(M, QP) = H™9(M, Q).

Demostracion. Recordemos que el teorema de Dolbeaut (que probamos usando cohomologia
de haces) afirmaba que HY(M,QP) = HP4(M). Ahora, por el teorema de Hodge, tenemos que
HP(M) = HP1(M), de modo que

HY(M,QF) = HPI(M).
Componiendo este isomorfismo con la estrella de Hodge, obtenemos lo que queriamos probar:
H™(M, Q") = H" (M) 2 H"" (M) —— C
HO(M, ) = HP9(M) = Hra(M) —— Hr-ro-a(M) = H-po=0(M) = H7=9(M, Q"7).

]
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5. Generalizaciones

Sea E un fibrado vectorial complejo diferenciable de rango r sobre M equipado de una métri-
ca hermitica (-, -) ;. Definimos un producto interno (-,-);. en el espacio I'(M, E) de secciones
diferenciables de F mediante

(€.1) o = /M (), n(2)) pdvolar.

Consideremos ahora {U,, ¢,} una trivializaciéon de E y {p,} una PDU subordinada a {U,}.
Tenemos el diagrama

Pa x
Ely, —2* 5 U, x C
pry
Pa C TT
U, > Uy,

de modo que tenemos un isomorfismo

oy DUy, E) — (C™(Uy))"

Definimos la k-métrica de Sobolev en I'(M, E) como la métrica hermitica

T

(€M = Z Z(pri(%/)aw)a pri(@Zpaa»H’“(Ua)’
a =1

con pr; : (C*(U,))" — C*(U,) la i-ésima proyeccién. Denotamos por I'yr(M, E) la com-
plecién de I'(M, E) respecto de la métrica (-, -) ;.. Analogamente, denotamos I';2(M, E) a la
complecién de I'(M, E) respecto de la métrica (-, -), ., definida en la seccién 1. Asi, los espacios
(C2(M,E), (-, ) 12) y (Tgr(M, E), (-, ) z) son espacios de Hilbert.

De nuevo se siguen cumpliendo los resultados fundamentales de la teoria local:

Teorema 5.1 (Sobolev). Se tiene la siguiente inclusion

(\Tue(M,E) C T(M, E)

Teorema 5.2 (Rellich-Kondrachov). Se tiene la siguiente inclusion compacta
Uye(M,E) CT2(M,E).

Definicién 5.3. Sean E y F' fibrados vectoriales complejos diferenciables de rango r y s,
respectivamente, sobre M. Una aplicacion lineal

L:T(M,E) — T'(M, F)

es un operador diferencial de orden k si para cada eleccién de coordenadas locales y trivializa-
ciones locales existe un operador lineal

L:(C*(U)) — (C=(U))

(fioonf)— | D adDf ,

j=Llal<k

con las a9 € C*°(U), tal que el siguiente diagrama conmuta
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(C=(U)) —— (C=(U))*

4 4

U, UxCr) —— I'(U,U x C)

J J

[(M,E)|ly —=*— T(M,E)|y.
Fijo z € M, llamamos el simbolo de L en un punto v € TM con v # 0 a la aplicacion lineal
o(L)(z,v) : B, — F,

p
(gla R 7£T> — Z a’zogvagj )
j=Llal=k

ot ... vpr. Decimos que el operador L es eliptico si para cada (z,v) € T*M,

o(L)(x,v) es un isomorfismo lineal.

donde v* = v

El teorema clave para operadores elipticos es el siguiente:

Teorema 5.4. Sea E un fibrado vectorial complejo diferenciable sobre M yT : E — E un
operador autoadjunto y eliptico. Entonces existen dos operadores

7 :T(M,E) — I'(M, E)
G :T(M,E) — (M, E)
tales que
1. 7n(D(M, E)) =ker T y dimker T < oo,
2. ToG+m=GoT+r=idrarp),
3. T'(M,E)=kerT®GoT(I'(M,E)) =kerT®ToGI(M,E)).

Definicién 5.5. Sean Ey,..., Ey fibrados vectoriales complejos y Lqg,..., Ly_1 operadores
diferenciales de orden k en la sucesion

D(M, Ey) —2 D(M, B)) 2 T(M, By) —2 ... 254 D(M, Ey).

Esta sucesion, que denotamos F, se llama un complejo de operadores si L; o L;_1 = 0 para

t=1,...,N —1. Si E es un complejo de operadores, definimos los grupos de cohomologia del
complejo
ker L
HYFE) = L,
( ) iqu_l

Fijo x € M, asociada a E tenemos una sucesion de simbolos, para cada v € T M con v # 0,

o (L) (z,v) o(L2)(z,v) o(Ln-1)(z)

0 > Fog Es, > » Eny, — 0.

Si esta sucesién de simbolos es exacta, E se llama un complejo eliptico.

Si E es un complejo eliptico, asociado a cada operador L; tenemos un operador adjunto
L; :T'(M, Ejy1) — I'(M, Ej) y definimos los laplacianos del complejo eliptico

Se prueba facilmente que estos laplacianos A; son elipticos y autoadjuntos. Por tanto, les
podemos asociar los operadores m y G del teorema 5.4. Finalmente, se obtiene el siguiente
teorema

14



Teorema 5.6 (Hodge generalizado). Sea E un complejo eliptico. Entonces:

1. Hay una descomposicion ortogonal

I'(M,E) =ker A ® LL*GI(M, E) ® L*LGT(M, E),

2. Se cumplen las siguientes relaciones:
a) I =1+ AG =7+ GA,
b) 7G = G = 1A = Am,
c) LA=AL, L*A = AL,
d) LG=GL, L*G =GL.

3. Tenemos que dimker A < oo y existe un isomorfismo candnico

ker A; = HY(E).

Ejemplo 5.7. Consideremos el complejo de de Rham (con coeficientes complejos, es decir,
QH(M) = Q*(M,C))

QM) —= QY (M) —4 ... —L5 Qn(M).
Nétese que QF(M) = T'(M, A¥(T*M ® C)) y que los operadores d son operadores diferenciales.

Tenemos entonces, para cada (x,v) € T*M, una sucesién de simbolos

AT M @ C) —2D0Y  wvpepygc) 290D, D@D wnpeps g ©).

Para cada e € A*(T*M @ C), es facil probar que
o(d)(z,v)e =1iv Ae.

Ademas, la sucesién de simbolos es exacta. Tenemos entonces que el complejo de de Rham es
un complejo eliptico. En este caso los laplacianos vienen dados por

A =d'd+dd : Q"(M) — QF(M).
El teorema de Hodge generalizado nos da un isomorfismo canénico
Hip (M) = HM (M),

con H¥(M) = ker(A : Q¥(M) — QF(M)). Ademds, la estrella de Hodge sigue dando un
isomorfismo

w HE (M) — H (M),

de modo que tenemos un isomorfismo Hjp (M) = Cy
Hig (M) = Hig*(M).
Esto es lo que se conoce como la dualidad de Poincaré. O

Ejemplo 5.8. Sea £ — M un fibrado vectorial holomorfo y consideremos las formas diferen-
ciables de tipo (p, q) con coeficientes en E

OP9(M, E) = T(M, \"(T*M ® C) ® E).

Esto da un complejo
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. i) OPI(M, E) i> QP’QH(M,E) i) e

donde los operadores Jg son operadores diferenciales. Para cada (z,v) € T*M tenemos una
sucesion de simbolos

O | Apa(TM ® C) © B, —22E0, Avaet (T2 M @ C) @ B,

o(0g)(z,v)

Para cada f ® e € AP4(T*M) ® E,, si escribimos v = v 4 v%1 | es facil probar que
o(0p)(z,v)f ®e= ("' A f)®e.

Ademas, de nuevo la sucesion de simbolos es exacta. Tenemos entonces que este complejo es
eliptico y sus laplacianos vienen dados por

A = 040p + g0y : WM, E) — QP(M, E).
Aqui, el teorema de Hodge generalizado nos da un isomorfismo canénico
HP9(M, E) = H(M, B),

con HPU(M, E) = ker(A : QP9(M, E) — QP(M, E). También en este caso la estrella de Hodge
sigue dando un isomorfismo

x: HPY M, E) — H" P I(M, E),
y ademas la cohomologia de haces nos da un isomorfismo
HP(M,E) = HY (M, QF(E)).
Juntando estos isomorfismos tenemos
HY(M,QP(E)) = H" (M, Q" P(E)).
En particular, para p = 0, tenemos
HY(M,Q°(E)) = HY(M,Q"(E)).

Si denotamos por O(E) las secciones holomorfas del fibrado £ y llamamos el fibrado candnico
a Ky = A"((TM)*) (con TM = THOM el fibrado tangente holomorfo) tenemos el siguiente
isomorfismo

H*(M,0(E)) = H*(M,O(E @ Ky)).

Este isomorfismo se conoce como la dualidad de Serre. Si denotamos el haz candnico wy =
O(K ) y recordamos la correspondencia entre los fibrados holomorfos y los haces de Op-médu-
los localmente libres (E — O(FE)), podemos formular la dualidad de Serre en una forma més
«algebraica»:

Corolario 5.9 (Dualidad de Serre). Sea €& un haz de Oy-mddulos localmente libre. Entonces
se tiene el siguiente isomorfismo

H*(M, &) = H*(M,E @ wyy).
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