Geometria de superficies topologicas
Introduccion a los fibrados principales

Guillermo Gallego Sanchez

Resumen

En este trabajo introducimos la teoria de fibrados, centrandonos particularmente en los
fibrados principales. Definimos las ideas de curvaturay conexion en un fibrado principal.
Finalmente, usamos todas las herramientas expuestas para demostrar la construccion de
Weil de las clases caracteristicas. Se anade también un breve apéndice donde se relaciona
la teoria de los fibrados principales con ciertas ideas fisicas.
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1. Preliminares

Grupos de Lie
Definicion 1.1. Un grupo de Lie G es
= un grupo, y
= una variedad diferenciable tal que la operacion del grupo,

:GXG—G
(g, h) — gh,

y la aplicacion que consiste en invertir,

G—G

gr— g,

son aplicaciones diferenciables.
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Para cada punto g € G definimos los difeomorfismos

Ly:G—G

X — gx

Rg:G—>G

X — xg

llamados multiplicacion por la izquierda y por la derecha, respectivamente.

Definicion 1.2. Un campo vectorial £ € X(G) se dice invariante por la izquierda si

(Lg)*fg’ = §gg’

para cualesquiera ¢g,g" € G. El corchete de Lie de dos campos invariantes por la izquierda es
invariante por la izquierda, de modo que los campos invariantes por la izquierda forman un
algebra de Lie, que se denomina el algebra de Lie de G y se denota por g. Un campo invariante
por la izquierda esta completamente determinado por su valor en el elemento neutro 1, de
modo que g = T ,G.

Se llama la forma de Maurer-Cartan a la 1-forma 6 € Q'(G;g) en G con valores en g
definida por

05 = (Lg-1)x : T,G = T1,G = g.

La teoria basica de los grupos de Lie nos dice que todos los campos del algebra de Lie
de un grupo de Lie G son completos, de forma que hay una correspondencia biunivoca entre
los elementos de g y los subgrupos uniparameétricos de G. Si tenemos un campo ¢ € g y un
elemento g € G, éste genera una curva integral en G con punto inicial g que denotaremos por

yg’f (t) . Sifijamos g = 1, podemos distinguir un elemento concreto yfc(l). Esto nos permite
dar la siguiente definicion:

Definicion 1.3. Se define la aplicacion exponencial de G como la aplicacion
exp:g — G
£ 17, (1):

Asi, el subgrupo uniparamétrico generado por un elemento ¢ € g es exactamente exp(t£).
Para cada g € G tenemos una aplicacion diferenciable Ady =Ly o R;l : G — G, esto es,

Adyh = ghg™'. Esta aplicacion define una representacion lineal del grupo en el algebra de Lie

ad : G — Aut(g)
g L (Adg)*a

conocida como la representacion adjunta. Explicitamente

d
adgé = —| (g exp(t&)g™').

t=0

Notese que Rj6 = ady-1 o 6.



Distribuciones e integrabilidad

Definicion 1.4. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Una distribucion, que
denotamos por D C TM, es una eleccion en cada punto x € M, diferenciable en x, de un
subespacio vectorial de dimension k < n, D, C T, M.

Sea D C TM una distribucion. Una subvariedad N c M se llama una variedad integral
de D si TyN = D, en cada punto x € N. Si cada punto de M esta contenido en una variedad
integral de D, entonces decimos que la distribucion D es integrable.

El resultado clave en la teoria de distribuciones es el siguiente:

Teorema 1.5 (Frobenius). Una distribucion D C TM es integrable si y solo si dados dos campos
X, Y en un entorno abierto U C TM tales que Xy, Yy € Dy para todo x € U, entonces también
[X, Y]y € Dy para todox € U.

2. Fibrados

Definicion 2.1. Un fibrado (E, B, p, F) consta de:

= un espacio topologico B llamado la base del fibrado,
= un espacio topologico E llamado el espacio total del fibrado,
= un espacio topologico F llamado la fibra del fibrado,

= una aplicacion continua p : E — B tal que para cada punto x € B existe un entorno
abierto U de x y un homeomorfismo ¢y : p~}(U) — U X F, llamado trivializacion, tal
que el siguiente diagrama conmuta

QU

p~H(U)

donde pr, denota la proyeccion al primer factor (x,y) — x.

Generalmente denotaremos un fibrado por E — B. Si no se especifica, p denotara la aplicacion
y F la fibra. Si x € B es un punto, llamamos a F, = p~!(x) la fibra sobre x.

Ejemplo 2.2. El ejemplo mas simple que podemos considerar es el fibrado trivial, (B X
F,B,pry, F), cuyo espacio total es simplemente el producto cartesiano y la aplicacion es la
proyeccion al primer factor. O

Ejemplo 2.3. Un ejemplo de fibrado no trivial viene dado por la cinta de Moebius. El espacio
total es la susodicha cinta, que podemos describir por

_ {(x,y) : x e R,y € (0,1)}
(y) ~(x+1,1-y)

mientras que la base es la circunferencia

’

x~x+1 ’

La aplicacion p : E — B es la proyeccion en la primera coordenada. O



Consideremos ahora E — B un fibrado y x € B un punto. Sean U y V dos entornos abiertos
de x con trivializaciones ¢y y ¢y respectivamente. El siguiente diagrama conmutativo

UﬂVXF—)p Unv) —) UNV XF

unvy,
induce un homeomorfismo

(pVogo[_Jl :(UNV)XF— (UNV)XF
(X, y) — (xa ¢UV(X, y)),

para cierta yyy : U NV X F — F. En particular, la aplicacion

l,bUV,x : F e F
y — Yuv(x,y),

es un homeomorfismo. Se llama funcion de transicion entre U y V a la aplicacion

guv : UNV — Homeo(F)

X —> ¢UV,X-

Notese que, si U, V, W son abiertos trivializantes, entonces las funciones de transicion cumplen
la condicion de cociclo

guw = gvw © guv-
En particular, gyy = id y guv = gy¢;-

Las funciones de transicion nos permiten distinguir distintos tipos de fibrados. Es decir, si
los elementos que constituyen el fibrado pertenecen a cierta categoria geomeétrica (por ejem-
plo, la de las variedades diferenciables) y las funciones de transicion son isomorfismos en esa
categoria (por ejemplo, difeomorfismos), el fibrado sera de un tipo especial, relacionado con
esa categoria (por ejemplo, un fibrado diferenciable). Un caso particularmente interesante es
el siguiente:

Definicion 2.4. Un fibrado vectorial E — B es un fibrado cuya fibra es un k-espacio vectorial
V y tal que sus funciones de transicion son de la forma

qguw - Unw — Aut(V),

donde Aut(V') denota el conjunto de automorfismos de V. En particular, si V es de dimension
finita n, entonces las funciones de transicion son de la forma

qguw - uUnw — GL(I’I, k),
y al evaluarlas en un punto gyw (x) se llaman matrices de transicion.

Lo que recalca atin mas la importancia de las funciones de transicion es que se puede recu-
perar el fibrado a partir de éstas. En efecto, si By F son espacios topologicos, G < Homeo(F)
es un subgrupo del grupo de homeomorfismos de F y U es un recubrimiento abierto de B,
decimos que un conjunto de funciones de la forma

{ng:UﬂVHGZU,VE(L[}
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es un 1-cociclo de Cech subordinado a U con coeficientes en G si cumple la condicion de
cociclo

guw = gvw ° guv,

paraU,V,W € U. A partir de un 1-cociclo de Cech podemos construir un fibrado E — B cuyas
funciones de transicion en los abiertos de U son precisamente las del cociclo, de la siguiente
manera:

= El espacio total es

E=| |(UxF)~,

UelU

con la relacion de equivalencia (x,y) ~ (x, guv(x)(y)),conx e UNV.
= La aplicacion p : E — B es simplemente la proyeccion al primer factor p : [(x,y)] — x.

Cabe preguntarse ahora cuando dos 1-cociclos de Cech en un recubrimiento U generaran
el mismo fibrado. Para ello, es necesario concretar qué entendemos por «ser el mismo fibrado»:

Definicion 2.5. Seanp : E — By p’: E' — B’ dos fibrados con fibra F. Un isomorfismo de
fibrados entre p : E —» By p’ : ' - B’ es un par de homeomorfismos (f, f), f : B — By
f : E' — E tal que el siguiente diagrama conmuta

E’ L} E

bl
’ f

B —— B.

Si consideramos dos fibrados p : E — By p’ : E' — B’, un isomorfismo (f, f ) entre ellos y
tomamos dos trivializaciones ¢y : p’"}(U’) - U’ x Fy ¢y : p~'(U) — U X F, tenemos una
aplicacion

];UU’ :(PUOJEO¢ﬁ}2U’XF—>UXF
& y) = (F&). furr @),

con fyysy : F — F un homeomorfismo. Tenemos entonces una aplicacion

fuur : U — Homeo(F)
x/ — ];UU’,x’-

Ahora, si consideramos otras dos trivializaciones gy : pU(V') > V'XFyoy: p Y(V) > VXF,
entonces fyy: = gy o f o ¢!, de modo que tenemos la relacion

fove = ov o o' fuvreuroy.
Por tanto,
fvv: = guv o fuur o gy
de donde
-1
9y = foyr © guv © fuur.

Esta ultima igualdad nos permite establecer una relacion de equivalencia en los 1-cociclos
de un recubrimiento U con coeficientes en G < Homeo(F). El cociente que resulta de esta



relaciéon de equivalencia se llama primer grupo de cohomologia de Cech subordinado a
U con coeficientes en G y se denota por H'(U,G). Se puede ver que el refinamiento del
recubrimiento U induce homomorfismos en los grupos de cohomologia de Cech, de modo
que se puede considerar el limite directo

71 1 ag!
H(B,G)_h?n)lﬂ (U, G).

Este grupo se denomina primer grupo de cohomologia de Cech con coeficientes en G vy,
como hemos visto, clasifica los fibrados con fibra F.

Definicién 2.6. Sea E — B un fibrado. Una seccion del fibrado es una aplicacion continua
s : B — E tal que p o s = idg. Denotamos I'(E) al conjunto de las secciones del fibrado E — B
y I'(U, E) a las secciones locales definidas en un abierto U C B.

Observacion. En el caso del fibrado trivial, I'(U,E) = C(U, F), es decir, las secciones son las
aplicaciones continuas del abierto U a la fibra.

Sea s una seccion y U; y U, dos abiertos trivializantes. Si consideramos las secciones locales
si : Uy — F tales que ¢; o s(x) = (x, s;(x)), entonces

Sj = 9ijSis

con gij = gy, las funciones de transicion. Reciprocamente, si defino secciones locales sy en
cada abierto U € U de un recubrimiento U de B por abiertos trivializantes, puedo recuperar
una seccion s € I'(E).

3. Fibrados principales. Definicion y ejemplos

Definicion 3.1. Un fibrado principal (P, B, p, G) consta de:
» una variedad diferenciable P,

= un grupo de Lie G actuando libremente por la derecha sobre P:

PxG— P
0.9) —p -9,

» B = P/G, con una sumersion p : P — P/G que es la proyeccion canonica al cociente.

Ademas, se cumple la condicion de trivialidad local: para cada x € B existe un entorno U de x
y un difeomorfismo ¢y : p~'(U) — U X G tal que el siguiente diagrama conmuta

(49

p (V) > UXG

y tal que gy (y) = (p(y), gu(y)) para cierta aplicacion gy : p~'(U) — G con gy (y-9) = gu(y) -g.



En resumen, podemos pensar en un fibrado principal simplemente como un fibrado sobre
una variedad diferenciable cuya fibra es un grupo de Lie. Si P — B es un fibrado principal
y x € B, podemos considerar una trivializaciéon ¢y : p"'(U) — U X G y una seccion local
sy : U — P tal que ¢y o sy(x) = (x, 1g). Reciprocamente, para cada seccion local sy : U — P
y para cada y € Fy hay un unico elemento gy (y) € G tal que y = sy(x)gu(y), de modo que
podemos identificar la fibra F, con G. Por otra parte, las funciones de transicion son de la forma

pvop, :UNVXG—UNVXG
(x, h) —> (x, gu(x, h)gv (x, h)""h).

De hecho, si llamamos gyv(y) = gu(y)gy (y) ™", tenemos que el valor de gy no varia en la fibra
en la que se encuentra y:

Guv(y-9)=gu-9av(y-9)~" =gu®9g gv(®) " = guWgv(y)~" = Guv(y),

de modo que gyv(y) = guv(p(y)) para cierta funcion

guv:UNV —G.
Por tanto, las funciones de transicion son de la forma

UNVXG—UNVXG
(x, h) = (x, guv (x)h).
Un primer resultado importante sobre fibrados principales concierne a sus secciones:

Proposicion 3.2. Un fibrado principal admite una seccion global si y solo si es trivial.

Demostracion. En una direccion esta claro, si pr; : BX G — B es un fibrado trivial, cualquier
funcion diferenciable B — G, por ejemplo, la que manda todos los puntos al elemento neutro,
define una seccion global. Por otra parte, sea s : B — P una seccion de P — B. Definimos la
aplicacion
p:BxG—P
(x,9) = (s(x) - 9),
que es diferenciable por ser composicion de aplicaciones diferenciables. Veamos que es biyec-
tiva. En efecto es inyectiva ya que si s(x) - g = s(y) - ¢/,
y =p(s(y) =p(s(v) - ') = p(s(x) - 9) = p(s(x)) = x,

luego x = y, mientras que g = ¢’ por ser la accion libre. Por otra parte, es sobreyectiva ya que
siy € P, Fyy) es la orbita de y por la accion de G y, como s(p(y)) € F,(y), existe un g € G tal

que s(p(y)) -9 = y. O
Ejemplo 3.3. Podemos considerar P=B=S! c Cy
p:St— ¢!

zZ Zz.
Esto da un fibrado principal con fibra Z,, por medio de la accion

S'x 7, — St

(z, 1) > =*z.



Visualmente puede verse como la proyeccion del borde de la cinta de Moebius a una circun-
ferencia interior. Se trata de un fibrado no trivial, ya que no admite una seccion global. En
efecto, una seccion global de p seria una raiz cuadrada univaluada en toda la circunferencia y
sabemos que eso no puede existir. O

Ejemplo 3.4. Sea M una variedad diferenciable conexa con recubridor universal M. La proyec-
cién recubridora p : M — M da un fibrado principal con fibra G = (M) el grupo fundamental
de M (en cualquier punto). La accién de G en M es simplemente la accién de monodromia: si
x € M ey € Fy, acada elemento g € G le podemos asignar un representante y, que es un lazo
en M con punto base x; este lazo levanta a un Gnico camino f/g en M con )73 (0) = y y podemos
definiry - g = fgy(l) Ademas, si H < G es un subgrupo normal de G entonces M/H — M es un
recubridor regular y también es un fibrado principal con fibra G/H. ]

Ejemplo 3.5. El ejemplo mas importante que vamos a considerar en esta seccion es el de
fibrado de referencias. Sea M una variedad diferenciable, el fibrado de referencias esta dado
por el conjunto

L(M) = {By : x € M, B, es una base de T, M},

con la aplicacion

p:LM) — M
B, —> x.
Ahora, en coordenadas locales (x!,...,x") en un abierto U C M, los vectores de una base
By = {Xixs ..., Xnx} se escribiran como
n
.0

Xi,x = af—

xJ
=1

Estos coeficientes a{ pueden recogerse en una matriz A con determinante no nulo y tenemos
trivializaciones de la forma:

p H(U) — U x GL(n,R)
By > (x, A).

Las funciones de transicion entre dos abiertos U y V vienen dadas por los cambios de coorde-
nadas y son de la forma gyy — GL(n,R). Esto nos da una primera pista de la conexion entre
este tipo de fibrados y los fibrados vectoriales.

Veamos que, en efecto, el fibrado de referencias es un fibrado principal con fibra GL(n,R).
SiA = (a) € GL(n,R) y By = {Xix,...,Xnx} €s una base de T, M, podemos definir la accion
simplemente como

Be A= {X] ... X},

con X/ =%, ani,x. Equivalentemente, podemos ver los elementos de L(M) como isomor-
fismos lineales ¢/ : R" — T,y)M y la accion de GL(n,R) es simplemente

R" > R v > p(¢)M.




4. Conexiones en fibrados principales

La idea de una conexion en geometria viene de un problema muy intuitivo, el del trans-
porte paralelo. Supongamos que tenemos un fibrado E — By una curvay : [0,1] — B. La
necesidad de un transporte paralelo se ve evidente a la hora de «derivar» secciones. Es decir,
dada una seccion s : B — E, queremos definir su derivada a lo largo de la curva y. Para hacer
esto necesitamos dar una nocion de cociente incremental

_ syt + b)) = s(r (1)
) |

Sin embargo, si y(t + h) y y(t) son puntos distintos, sus secciones estaran en fibras distintas
y la formula anterior es absurda, pues pretendemos restar dos vectores que se encuentran en
espacios vectoriales distintos. Es por ello que queremos «conectar» las distintas fibras, de mo-
do que la operacion anterior tenga sentido. Una forma de conectar las fibras es considerar el
fibrado tangente del espacio total. Si tomamos un punto x € By un punto y € F,, entre los vec-
tores tangentes a E en y habra algunos que sean también tangentes a la fibra, que llamaremos
«verticales». Los que nos permiten conectar la fibra F, con otras distintas son precisamente
aquellos que no son verticales, y sera en esos en los que centraremos nuestro interes. En un
fibrado en general se obtiene la nocion de conexion de Ehresmann; nosotros solo considera-
remos conexiones en fibrados principales.

Sea p : P — Bun fibrado principal con fibra G. Sea x € B e y € Fy. Se define el subespacio
vertical como V; = kerp. C T,Y. Un campo vectorial X en P se dice vertical si X, € V, para
cada y € P. El corchete de Lie de dos campos verticales es vertical. Ademas, si consideramos
un elemento g € G y la accion

Rg:P—>P
yr—y-g9,

entonces Ry.V, = V,.4. Decimos entonces que V' C TP es una distribucion G-invariante.
Una conexion sera simplemente otra distribucion G-invariante complementaria a esta:

Definicion 4.1. Una conexion en P es una distribucion de subespacios horizontales H, C
T,Y complementarios a V:
T,p =V, ®H,

y tal que Ry .Hy = Hy.4.

La accion de G en P define una aplicacion o : ¢ — X(P), que a cada ¢ € g le asigna el
campo fundamental o (&) cuyo valor en un punto y € P es

d
oy (&) = 7 . (y - exp(tf)).
Notese que
d d
peoy(&) = T p(y - exp(té)) = T p(y) =0,
t=0 t=0

de modo que o (&) es un campo vertical. De hecho, como la accion de G es libre, la aplicacion
¢ — 0y(&) es unisomorfismo o, : g — V; para cada y. Podemos ver entonces cual es la relacion



entre la accion Ry, sobre V; inducida por la accion del grupo G sobre P y la representacion
adjunta ady. Por definicion,

d d d
Ryu0y(§) = = B Ry(y - exp(tf)) = — B (y - exp(t8)g) = — B (y- 99" exp(t&)g)
d
=5 (y - gexp(tady-1£)) = oy4(ady-1£).
t=0

Por tanto, R;.0 (&) = o(ady1£).

El subespacio horizontal H, C T,P es un subespacio vectorial que podemos ver como el
conjunto de ceros de k = dim G ecuaciones lineales T,P — R o, lo que es lo mismo, como el
nucleo de k 1-formas en y. Podemos pensar en cada una de estas 1-formas como las componen-
tes de una 1-forma w con valores en un espacio vectorial k-dimensional, concretamente, como
o ha de anular vectores horizontales, podemos definirla por lo que sucede en el espacio V; que,
como ya hemos visto, se identifica de forma natural con el algebra de Lie g. Asi, definimos:

Definicion 4.2. La 1-forma de conexion de una conexion H C TP es la 1-forma con valores
en g, w € Q!(P;g) definida por

oY) = {& siY = ().

0 siY es horizontal.

La relacion entre la accion del grupo en P y la representacion adjunta también se manifiesta
en la conexion:

Proposicion 4.3. La 1-forma de conexion cumple
* —
Ry = adg1 0 .

Demostracion. Sea un vector Y, € H,, de modo que w(Y,) = 0. Por la G-invariancia de H,
Rg+Yy € Hyg, luego Ryw(Yy) = 0y se satisface trivialmente la igualdad. Por otro lado, si
Y, = 0,(&) para cierto £ € g, entonces

Rjw(0(8)) = @(Rgx0(8)) = w(o(ady-18)) = adg1L.
o

Reciprocamente, una 1-forma de estas caracteristicas induce automaticamente la conexion
H = ker w.

Hay otra forma de pensar, mas «fisica», que nos permite ver las conexiones como formas
sobre el espacio base B de un fibrado principal p : P — B, en vez de sobre el espacio total P.
Supongamos que U es un recubrimiento de B por abiertos trivializantes y consideremos una
familia de secciones locales {sU U->p W (U):UeU } Si tenemos una 1-forma de conexion
w € Q(P;g) podemos considerar las pullback de w por las secciones locales, lo que da una
familia de 1-formas en B con valores en g:

{ay = sho € Q'(Us9) : U e U}

Estas 1-formas se suelen denominar un campo gauge en B.
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Proposicion 4.4. La restriccion de la 1-forma de conexion w a p~*(U), para un abierto triviali-
zante U, es igual a
wy = adg o p*Ay + g;,0,

con 0 la 1-forma de Maurer-Cartan.

Demostracion. En primer lugar vamos a ver que la igualdad se cumple en la imagen de la
seccion sy. En efecto, si x € U e y = sy(x), podemos descomponer

T,P =im (sy o p). & Vy,

de modo que cada Y, € TP puede escribirse de forma tinica como Y, = (sy):p:(Yy) + Yy, para
cierto vector Vertlcal Yy € V. Ahora, como gy (su(x)) = 1, tenemos

wy(Y)

(P sp)(Y) + (g;016)(Y) = w(suepsY) + 615(guY)
(SU,*P*Y) + 916 (gU,*Yv) = CO(SU,*P*Y) + C‘)(YU) = C‘)(Y)

Veamos ahora que ambos términos se transforman igual bajo la accion por la derecha de G:

Ry (0u)y-g = adg, (.91 © Rgp™sjyw + Rygi;0 = ad g, y)g)-1 © Ryp" sy + gy Ry 0
= adg1g, ()1 © sy + gir(adg-1 0 0) = adg1 o (ady, ()1 © p sy + g;0)

= adg1 o (wy)y-
Por tanto, la igualdad se cumple en todo p~*(U). m]

Ahora, como o est4 definida globalmente, tenemos que wy = wy en p~1(U N V). Esto nos
permite obtener una relacion entre Ay y Ay en U NV

Ay = sjwy = sy = S[*](adgv(sU)—l op Ay + gy,0) = adg,, o Ay + gvi9-

Para cerrar la seccion, vamos a ver como es posible obtener una nocion de transporte pa-
ralelo a partir de una conexion. En primer lugar, consideremos p : P — B un fibrado principal
con una conexion H C TPy tomemos x € B ey € F,. Como p, : T,P — T,B es sobreyecti-
va y su nucleo es precisamente V;, tenemos que a cada vector X, € T,B le podemos asignar
un Unico vector horizontal X;‘ € H, tal que p. (X;‘) = Xj. Este nuevo vector se denomina el
levantamiento horizontal de X,..

Proposicion 4.5. Sea w la 1-forma de conexion. Si tenemos un camino diferenciabley : [0,1] —
B yﬁjamos un punto y € Fy (), entonces existe un camino diferenciable y" : [0,1] — P tal que

y"(t) € Hynpy, y"(0) =y ypoyt =y.

Demostracion. Dado y : [0,1] — B, podemos considerar el fibrado pull-back, con espacio
total

= {(t.y) € [0, 1] x Ply (1) = p(y)}
conp’ : y*P — [0,1] tal que p(¢,y) = t. Consideramos la aplicacion ¢ dada por el diagrama

y'P —2 5 p

AL

[0,1 —— B
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y el pullback de la 1-forma de conexion, ®*w, que a su vez nos da una conexion en y*P. Con-

. . . h .
sideramos el levantamiento horizontal % con respecto a ®*w y lo integramos, de modo que
existe una tnica curva horizontal  : [0,1] — y*P con (0) = ® !(y). Como esta curva es
horizontal, y* = ® o 5 es también horizontal y y"(0) = y por construccion. O

Vemos entonces como este levantamiento nos da una manera de «conectar las fibras»,
explicitamente:

Fyo) — Fya
y — ().

A partir de esta definicion es posible entonces construir un transporte paralelo como plan-
teabamos en la motivacion al inicio de esta seccion.

5. La curvatura de una conexion

Sea p : P — B un fibrado principal y H C TP una conexion en P con 1-forma de conexion
w. Por definicion, dado y € P, T,P = V, & Hy, de modo que cualquier vector Y, € T,P se
descompone de forma tnica como Y, = Y’ + Yyh, conY/ eV,e Yyh € H,.

Definicion 5.1. Sea P — B un fibrado principal con una 1-forma de conexion w. Se define la
derivada covariante de una forma a € I'*(P,g) como la (k + 1)-forma con valores en g

Dya(Yy,...,Y) = da(Y],...,Y]).

Definicion 5.2. Se define la curvatura Q € Q*(P;g) de la conexiéon H como Q = D,w, es
decir
Q(Y,, Z,) = do(Y], Z)),

con Yy,Zy € TyP ey €P.
La interpretacion geometrica de la curvatura es clara si consideramos
QY. 2) = da(Y",2") = Y'o(2") - Z'o(Y") - o([Y", 2"]) = —o([Y". Z")).

ya que o se anula en los vectores horizontales. De aqui deducimos que Q se anula si y solo
si [Yh, Zh] es horizontal, es decir, si la distribucion H es integrable. Tenemos entonces que la
curvatura en cierto modo «registra el fallo en la integrabilidad de H».

Vamos a hallar ahora dos formulas con la curvatura.

Proposicion 5.3 (Ecuacion de estructura).

Q=dow+ [w, w]
(actuando sobre vectores Y, Z, tenemos Q(Y,Z) = dw(Y,Z) + [w(Y), w(Z)]).
Demostracion. Dividimos la demostracion en tres casos:

= Si Y, Z son horizontales, w(Y) = w(Z) = 0y,como Y = Y'y Z = 7" la igualdad se
cumple trivialmente.

12



= Si Y,Z son verticales, podemos suponer Y = ¢(¢) y Z = o(n), con &, € g. Como
Yh = Z" = 0, basta ver que dw(Y, Z) = —[w(Y), w(Z)]. Pero

do(Y,Z) = Yo(Z) - Zo(Y) - o([Y, Z]) = —o([Y, Z]) = —[w(Y), o(2)],

yaque [X,Y] = [0(£),0(n)] = 0[f,n]. Yo(Z) = Y(n) =0y Zo(Y) = Z(§) = 0.

» SiY eshorizontal y Z = o () es vertical, o(Y) = 0 e Yo(Z) = Y (&) = 0. Ademas, como
Zh =0, w([Y", Z"]) = 0. Por tanto, la igualdad se reduce a ver que —w([Y, Z]) = 0, pero
esto es cierto porque

d
Rexp(-te),«W

d
[Z,Y]=LzY = — = =
t=0 dti_g

W, =W,
dt g

con W; y W vectores horizontales, por la G-equivariancia de la conexion. Por tanto,
-w([Y,Z]) = w(W) = 0 por ser W horizontal.

Proposicion 5.4 (Identidad de Bianchi). Se tiene que D,Q = 0, es decir
dQ(Yh, zhwhy =0
para cualesquiera vectores Y, Z, W.

Demostracion. Por la ecuacion de estructura Q = dow + [w, w], luego
dQ =d[w,w] = [dw, 0] — [w,dw].
Ahora, recordemos que la notacion del corchete en las formas lo que representaba es
[do,w](Y,Z,W) = [do(Y,Z), o(W)] + [do(W,Y),w(Z)] + [do(Z, W), 0(Y)]
de modo que dw(Y", Z", W") = 0 porque w se anula en los vectores horizontales. O

Igual que haciamos con las conexiones, podemos ver la curvatura de una conexion como
una coleccion de 2-formas sobre el espacio base B. Asi, si U es un recubrimiento de B por abier-
tos trivializantes y consideramos una familia de secciones locales {sU :U—-p I(U):U e (LI},
definimos la fuerza de campo gauge como la familia

{Fy =s;Q € Q*(Us0) : U e UJ.
De la ecuacion de estructura tenemos
Fy = dAy + [Ay, Au].
Ademas, en las intersecciones U N V la fuerza de campo gauge cambia como

Fy = ady,, o Fy.
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6. Fibrados asociados

Supongamos un grupo de Lie G que actia diferenciablemente en una variedad diferenciable
F por la izquierda y consideremos un fibrado principal p : P — B con fibra G.

Definicion 6.1. Se define el fibrado asociado ap : P — B via la accion de G en F, y se
denota por P X F, como el cociente (P X F)/G por la accion

(PXF)XxG— PXF
(v, ). 9 — y-9.9" 1),

con la aplicacion

pr:PXgF — B
[(y, /)] = p(y).
Veamos que esta definicion da un fibrado con fibra F. Las trivializaciones de P, gy : p~1(U) —
U X G inducen trivializaciones del fibrado asociado
oF :pp!(U) = UXGXF— UXF
(x. 9, f) — (x,9f).

Ademas, las funciones de transicion de P — B,

val(UﬂV)XG% (UﬂV)XG
(x,9) — (x, hyvg),

con hyy € C*(U NV, G) inducen funciones de transicion en el fibrado asociado

Yl (UNV)XF— (UNV)xF
(x, f) — (x, hyv (x) - f).

Ejemplo 6.2. Consideremos el fibrado principal S' — S! del Ejemplo 3.3. Sea la fibra [-1, 1]
y Zy = {-1,1} actuando sobre [-1,1] como (f,+1) — =f. Entonces su fibrado asociado
St xz, [-1,1] — St es la cinta de Moebius, vista como en el Ejemplo 2.3. Sin embargo, si
consideramos la accion trivial f — f, entonces el fibrado es el trivial, en ese caso S X2 [—1, 1]
es simplemente un cilindro. ]

Ejemplo 6.3. Sean M una variedad diferenciable de dimension ny L(M) — M el fibrado de
referencias. Consideramos la fibra R" con la accion canonica de GL(n,R) sobre R". Tenemos
entonces un isomorfismo

L(M) XGL(n,R) R" — TM
(¥, V)] — ¢ (v),

donde vemos  como un isomorfismo ¢ : R" — T,;)M. Esta aplicacion esta bien definida ya
que si tomo otro representante de la misma clase, (/ - A,A™! - v), con A € GL(n, R), entonces
VAT v) = PAATY) = Y(v).

Mas generalmente, si E — B es un fibrado vectorial cualquiera con fibra un espacio vecto-
rial V, entonces podemos considerar el fibrado L(E) — B de las bases de las fibras de E, que es
un fibrado principal con fibra Aut(V) y tal que E = L(E) Xauyv) V. m]
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Sea ahora P — B un fibrado principal con fibra G. De especial interés para nosotros es
el fibrado asociado a la representacion adjunta ad : G — Aut(g), que naturalmente proviene
de una accion de G en g. Este fibrado ad P := P X g se denomina el fibrado adjunto de
P — B. El fibrado adjunto nos permite ver la curvatura de una conexion como una 2-forma
definida, no sobre el espacio total, sino sobre la base. Asi, si tenemos una conexion en Py Q
es su curvatura, podemos definir la 2-forma con valores en ad P, Qe Q(B, ad P) tal que

Qe (X, Ye) = [(y, Qy (X, )],

dondey € Fy, X, Y, € T,By XZ, Yyh son sus levantamientos horizontales a T, P. Esta 2-forma

esta bien definida, ya que si tomamos otro punto y - g € Fy entonces

[(y - 9. (R;Q),(X]. ;)]
[(y - g-ady (Qy (X, Y)))]
[y, Qu (X}, Y;))].

[y 9, Qg (Xig Yig)]

La otra gran ventaja de pensar en fibrados asociados es que éstos nos permiten vislumbrar
la generalidad de los fibrados principales (de ahi su nombre). Sea E — B un fibrado con fibra F
y cuyas funciones de transicion forman un grupo de Lie G < Homeo(F). Podemos definir un
fibrado principal con fibra G como sigue. Consideramos un recubrimiento U de B por entornos
trivializantes y consideramos el fibrado principal con fibra G generado por este recubrimiento
y las funciones de transicion gyy € G del fibrado original. Denotamos este fibrado como P(E)
y se puede comprobar que E es isomorfo precisamente a P(E) X F.

7. Clases caracteristicas

La idea fundamental que motiva la introduccion de las clases caracteristicas surge del teo-
rema de Gauss-Bonnet. Recordemos que este teorema nos dice que si (M, g) es una superficie
riemanniana conexa, orientada y compacta, entonces

f Kvy = 27 x (M),
M

donde K es la curvatura de Gauss de la superficie, v, la forma de area y y (M) la caracteristica de
Euler de la superficie. De lo que es importante darse cuenta cuando se observa esta igualdad es
de que se esta identificando una expresion geometrica, la del lado izquierdo, con otra topologica,
el lado derecho de la ecuacion. Las clases caracteristicas aparecen en el contexto de buscar
identidades de este tipo en casos mas generales.

Supongamos que M es una variedad diferenciable de dimension n > 2 y que tenemos un
fibrado principal P — M. Si fijamos una conexion en P, la curvatura de esta conexion puede
verse como una 2-forma en M con valores en ad P, de modo que no es algo que en principio

podamos integrar a lo largo de toda la variedad. Para solventar esto, si n = 2k es par podemos

. k , .
considerar la n forma QA ®), AQ. Ademas, podemos tratar de encontrar funciones f : ad P — R,

de modo que f(Q A ©. A Q) es una funcion en M con valores reales.

Para esta construccion, consideremos el conjunto S¥(g) de todas las aplicaciones multili-
neales simétricas de la forma

f:gx-(l-c)-XQ—>R.
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Por otra parte, decimos que una funciéon F : ¢ — R es un polinomio homogeneo de grado k
en g si, fijado un isomorfismo g — R™, con m = dim g, entonces el polinomio F(x!,...,x™)
que hace el siguiente diagrama conmutativo

g — R
\ TF(xl,...,x’")
Rm
es un polinomio homogéneo de grado k, F(x!,...,x™) € R[x!,...,x"]x. Denotamos por

R[g]x al conjunto de los polinomios homogéneos de grado k en g. Hay una biyeccion entre
S*(a) y R[g]x que a cada f € S¥(g) le asocia el polinomio homogéneo Fr(§) = f(&,....8) va
cada P € R[g]x una funcion multilineal simétrica fr, su polarizacion:

k

frlErs o8 = 2 DD PG ).

i=1 Jite k=i
Jja€{0,1}

En conjunto, hemos obtenido una biyeccion entre S(g) = @k S*(a) y R[g] = EBk R[a]k.

Como la curvatura toma valores en el fibrado adjunto ad P, nos restringimos a aquellas
funciones simétricas que sean invariantes respecto de la acciéon adjunta. Denotamos I¥(g)
S (g) al conjunto de las aplicaciones multilineales simétricas tales que

fladgéy, ... ady&) = f(&r,. ... &)

para cualquier g € G. Una aplicacion f de esta forma (o su correspondiente en R[g]) se llama
un polinomio invariante.

Teorema 7.1 (Construccion de Weil de las clases caracteristicas). Sea p : P — B un fibrado
principal con fibra G, w una 1-forma de conexion en P con curvatura Q y f € I¥(g). La 2k-forma

f(QA ®. A Q) en P definida por

k 1 o
f(QA (k) ANQ)(Yy,...,Yy) = oyl Z (-1) f(Q(Yg(l), Yo@2))s -« -s Q(Yg(zk_l), Yg(zk)))

Gk
tiene las siguientes propiedades:
(1) Se puede proyectar (es la pullback por p de una 2k-forma en B).

(2) Es cerrada.

(3) La clase de cohomologia de su proyeccion en B no depende de la eleccion de la conexion w.
Esta clase se llama la clase caracteristica del fibrado P — B asociada a f.

Demostracion. Para probar (1), vamos a dar explicitamente una forma en B cuya pullback por
pes f(QA ® A Q). Dada f € I*(g), definimos la aplicacion

f:adPx---xadP — R
(@ &) [y &) =[G )

que esta bien definida ya que

f(l(yg-adg&1)). . . .. [(yg, adg1&k)]) = f(adgi8y, ..., adg18) = f(&s ..., &)
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Esto permite definir una 2-forma f (Q, e, _(.~2) en B como

F@ DKo o) = 5 D DT Ot Xt 2ot Xota))

o€Cyk

Ahora, si consideramos los campos Y; € X(P) y denotamos X; = p. X, entonces la pullback de
la forma construida es

PR (Y, Yor) = zk'f(Q Q) PV, . pYor)
- Zk' Z (=17 F(QXo(1) Xo2)): - - - » QKo (2k-1)> Xo(20)))

O'szk
- zk' Z( 17 f(Q(Yoq1), Yo2)s - - - » QYo (2k-1)s Yo(2k)))

o€y

FOQAD AQY,. .., Yar).

Para probar (2) basta notar que por definicion f(Q A &)

verticales, luego df (Q A - ®) A Q)=D,f(QA- ®) A Q), ahora, por la identidad de Bianchi:

A Q) se anula en los vectores

Duf( QAP AQ) = FD QA QAL AQ) +-+F@rQAF AD,Q) =

Finalmente, vamos a probar (3). Sean w, y w; dos 1-formas de conexién en P y denotemos
a = w —wy € QY(P,g). Podemos considerar la familia uniparamétrica de conexiones w; =
wq + ta, con curvaturas

Q; =dwy + [y, w¢] = dwy + tda + [wg + ta, wy + ta].

En particular,

d
EQt =da+ [a, wt] + [0, a] = Dy, a.

Queremos ver que f(Q; A ® A Q1) — f(Qo A © A Q) = dh para cierta forma h, que
queremos hallar. Vamos a construir esta h como

1
h= kf Flanon®D At
0
En efecto,

k 1

1 1
dh =k f df(an A A Q) dt = f Do, fa A 9 A STV A Q) dt
0 0

1 1
:kf f(Do,a A Qy A ED A Q,)dt + kf f(a ADy,Q A ED A Q,)dt
0

+kf1f(a/\Qt (kl)/\Dth)dt—kf ( A QA (’-”’Agzt)d
f (@A Q)dt = (1 AP A Q) = F( Q0 AP A Q)

De aqui concluimos que [f(f), ...,Q)] € H*(B,R) no depende de la eleccion de la cone-
xi6n, como queriamos probar. O
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Observacion. La construccion es exactamente igual si tomamos polinomios complejos, de modo
que obtendriamos una clase caracteristica en H** (B, C).

Ejemplo 7.2. Consideremos un fibrado principal P — B con fibra GL(n, R). El algebra de Lie
de la fibra es gl(n,R) = Mi,(R) el conjunto de las matrices n X n con coeficientes reales. Se
puede probar que el conjunto de los polinomios invariantes esta generado por los polinomios
{p1,...,pn} definidos por

det(AI — A) = A" + p1(A)A" ! + -+ + pr_1(A)A + pp(A),

para A € M, (R).
Analogamente, si consideramos el grupo GL(n, R), el conjunto de los polinomios invarian-
tes esta generado por los polinomios {p, .. ., p,} definidos por

det(AL +iA) = A"+ pr(A)A™ L + - + pu_y (A)A + pa(A).

Las clases caracteristicas c asociadas a cada uno de los polinomios ﬁpk se denominan las
clases de Chern del fibrado P. m]

Ejemplo 7.3. Consideremos la esfera S?, Uy y Us los hemisferios norte y sur, respectivamente
y el fibrado principal con fibra U (1) definido por una funcion de transicion

Y :UvNUs — UQ).

Notese que Uy N Us es el ecuador de la esfera mientras que U(1) = S!, de modo que podemos
ver la funcion de transicion como una aplicacion i : S' — S!. Las aplicaciones S! — S! estan
determinadas salvo homotopia por su grado k € Z, y podemos tomar como representante de
cada clase de homotopia la funcion 2z-periodica ¥/(¢) = k¢. Asi, para cada grado k tenemos
un fibrado principal distinto P, — S? Como U(1) es abeliano, la accion adjunta es trivial
y todos los polinomios son invariantes, de modo que escogemos el polinomio p(x) = ﬁx
Consideramos la conexion definida por un campo gauge A de la forma:

= en UN, AN =0,

s en UyNUs, As = YAN+YdY = Ydif (que es la forma de Maurer-Cartan en la interseccion)
y lo extendemos de cualquier manera a todo Us.

La curvatura vendra dada por la fuerza de campo gauge F = dA + [A, A] = dA, donde hemos
usado que U(1) es abeliano. Por tanto, p(F) = ;-dAy

1 1 1
2@ =— | dan+— | das=— [ das
S2 27 Un 27 Ug 27 Us
! A ! f vay = 1 [ kpdg =k
= — S U U = — _ — = .
2 UnNUs s 2w UnNUs 2 0

Tenemos entonces que la primera clase de Chern c; clasifica los fibrados principales con fibra
U(1).
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A. Una aplicacion fisica: El campo electromagneético

Para concluir el trabajo, veamos un caso donde los fibrados principales se pueden aplicar a
la Fisica: el campo electromagnético. La teoria de los fibrados principales nos permite entender
el campo electromagnético como un fibrado principal de fibra U(1) (el grupo de transforma-
ciones gauge del electromagnetismo) sobre el espacio-tiempo de Minkowski R*. En este caso,
el fibrado es siempre el trivial P = R* x U(1). Podemos dar la conexion en el fibrado como un
campo gauge A € Q(R*,iR), donde estamos pensando en iR como el algebra de Lie de U(1),
en virtud de la asignacion i¢ > €. Es decir la conexion es de la forma A = iA,dx* (a partir
de aqui usamos el convenio de indices repetidos). La curvatura vendra dada por la fuerza del
campo F = dA con componentes

(A oA,
Hw =1 oxt  OxV )’
La identidad de Bianchi da
dF =0,

que en componentes es
O\Fyy + 0y Fyy + 0,F,) = 0.

Identificando las componentes F,, con los campos eléctrico E y magnético B en la forma E; =
Fi, B; = %Giijjk, la igualdad anterior se reduce a las ecuaciones

VxE+a—B =0, V-B=0.
ot

Estas dos ecuaciones son el par «estatico» de las ecuaciones de Maxwell, ya que, como hemos
visto, vienen impuestas directamente por la estructura geomeétrica del espacio-tiempo, sin ne-
cesidad de tener en cuenta consideraciones dinamicas. El otro par de ecuaciones de Maxwell
puede obtenerse también en el contexto de los fibrados principales e iran asociadas a una co-
nexion especifica, la que minimiza la accion de Yang-Mills.

De momento hemos considerado el campo electromagnético en el espacio-tiempo de Min-
kowski, que es topologicamente trivial, pero podemos considerar espacios base mas exoticos.
Es el caso, por ejemplo, del monopolo magnetico de carga magnética g en el origen R3, cuyo

campo magneético es
b'e

[

B(x) =g
lIx
definido en R?—{0}. Es inmediato comprobar que, en efecto, V-B = 0, de modo que, en R3—{0},
B es una solucion de las ecuaciones de Maxwell. De acuerdo con la correspondencia anterior,
podemos ver el campo magnético como la forma
F = lﬁ( Ydx? A dx® = x%dxt A dx® + xdx! A dx?).
De nuevo, volvemos a introducir la i para ver F como una forma con coeficientes en el algebra
de Lie de U(1). Més atin, como R*—{0} es homotdpicamente equivalente a la esfera S?, podemos
restringirnos simplemente a estudiar lo que pasa en la esfera unidad y estudiar ahi el campo
F. Volvemos entonces al caso de estudiar fibrados principales con fibra U(1) sobre S2.
En coordenadas esfericas en la esfera, F se expresa simplemente como

F =igsin6dO A d¢.
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Sabemos que el segundo grupo de cohomologia de de Rham H?(S?;R) es no nulo, asi que
en principio no cabe esperar una 1-forma A tal que F = dA. Sin embargo, si que podemos
encontrar estas formas localmente: en cada hemisferio Uy, Us, definimos

AN =ig(1 —cos0)dp As = —ig(1+ cosb)dg.

Ahora, una funcion de transicion Uy NUs — U(1) puede verse simplemente como una funcion
de la forma

St — st
¢ —> e'?P)
con ¢ : S' - R. Los potenciales han de relacionarse ahora en la forma
An =Y Asy + YT dY = As + ide.
Por tanto
do = —i(AN — As) = 2gd¢.
Ahora, podemos hallar el periodo de ¢,

27
Ap = quo = ﬁ 2gd¢ = 4ng.

Como ¢ ha de ser 27-periodica, tenemos que
Ay
Tom
ha de ser un niimero entero. Este resultado es lo que en Fisica se conoce como la condicion
de cuantizacion de Dirac: las cargas magnéticas deben ser semienteras.
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