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GUILLERMO GALLEGO

RESUMEN. Estas notas fueron elaboradas en la preparacién de varias sesiones
impartidas por el autor en el seminario de Teoria Gauge del ICMAT. En el tex-
to se estudian las conexiones hermiticas de Yang-Mills en fibrados holomorfos,
los fibrados estables, la relacién entre ambas nociones, y algunas aplicaciones.
En particular, se abordan las principales definiciones y se enuncia el resultado
de Donaldson—Uhlenbeck—Yau en variedades Kéahler. Posteriormente, se expone
la demostracién de Donaldson del teorema de Narasimhan—Seshadri y se esboza
la demostracién del teorema de Donaldson para conexiones ASD en superficies
algebraicas. Tras estudiar la teoria de deformacién de las conexiones ASD, se apli-
can los resultados obtenidos al estudio de los invariantes de Donaldson en una
superficie algebraica simplemente conexa. Las referencias principales son el libro
[ ] v los articulos | , , , ]. El autor agradece la cola-
boracién a Guillermo Barajas, Mario Garcia Fernandez, Angel Gonzélez Prieto,
Ratl Gonzalez Molina, Juan Munoz Echéniz y Roberto Téllez.
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2 GUILLERMO GALLEGO

1. ECUACIONES DE YANG—MILLS Y FIBRADOS ESTABLES

Durante todo el texto consideramos (X,w) una variedad Kéhler compacta de
dimensién compleja n.

1.1. Conexiones HYM.

Definicién 1.1. Sea F — X un fibrado vectorial complejo C* y H una métrica
hermitica en E. Una conexion H-unitaria A es una conexion hermitica de Yang—Mills
(HYM) si satisface las ecuaciones

Fy? =0,
AFy = A\gidg,
para Ag una constante.

Observaciones 1.2. 1. El operador A : QP9(X) — QP~1471(X) es por definicién
el adjunto del operador L : a — w A a.. En particular, se cumple que

(AFA)w” = FA N w”_l.

2. Podemos calcular \g usando la teoria de Chern-Weil,

degE:/cl(E)/\w"lzi/trFA/\(,u”1
X 2 Jx

- tr AF w" = 2k EXgn!Vol X.
27T X 27(

De aqui tenemos
2mi
g = ————=u(F
5= avorx )
donde p(F) = deg £/ tk E denota la pendiente de E.
3. 8in =2ydegF =0, una conexion H-unitaria en £ es HYM si y sélo si es
anti auto-dual (ASD).

1.2. Fibrados (semi)estables. Un primer comentario que conviene hacer es que
la primera clase de Chern ¢, esta bien definida para cualquier haz analitico coherente
F sobre X, de modo que para un haz coherente & podemos considerar los niimeros
deg F, rkF y p(F). En el caso que F es algebraico, este hecho se deduce de la
existencia de una resolucion por haces localmente libres | |. Para el caso analitico
general, consultar | -

Observacion 1.3. Nétese que el grado y la pendiente dependen de la forma Kéahler
w. Cuando w es una forma de Hodge (es decir, si X es una variedad proyectiva), el
grado es un nimero entero. En ese caso a veces la dependencia de w se identifica con
una dependencia de la eleccién de un fibrado amplio (1) en X. GAGA afirma que
cuando X es una variedad proyectiva la categoria de haces analiticos es equivalente
a la de haces algebraicos. Las definiciones de deg y p coindicen entonces con las
definiciones habituales en geometria algebraica.

Definicién 1.4. Decimos que un haz analitico coherente y libre de torsiéon & es
(w-)estable (respectivamente, semiestable) si para todo subhaz coherente & C &
con 0 < tkF < rk & se tiene que

W(F) < ()
(respectivamente, <).
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Observacion 1.5. El concepto de estabilidad surge originalmente en la teoria geomé-
trica de invariantes (GIT) de Mumford. Esta teoria estudia los cocientes de espacios
por grupos en la categoria algebraica. En particular, a la hora de tomar un cociente
de una variedad proyectiva, aparecen de forma natural puntos estables y semiesta-
bles. Las condiciones de estabilidad para haces se consideran a la hora de construir
el espacio de méduli de haces como un cociente de un espacio mayor (un subespacio
del Quot scheme de Grothendieck).

Existen varias nociones de estabilidad relacionadas entre si. Esta es sélo una de
ellas, la p-estabilidad o “slope-stability”. En el caso algebraico existe también la
estabilidad en el sentido de Gieseker, que se define a partir del polinomio de Hilbert
de un haz: pz(n) = x(F(n)).

Proposicion 1.6 (Jordan-Hoélder). Si & es un haz semiestable, existe una filtracion
0= 1 CECE1C---C&E CE =28,
con los &;/&;+1 estables y u(&;/&; 1) = u(&). Ademds, el objeto graduado asociado

gr(&) = GB &i/&ia

esta univocamente determinado por & salvo isomorfismo.

Demostracion. Cuando & tiene rango 2 es muy facil probar lo anterior. Si & es
estable, la filtracion estd dada por él mismo. Si & es semiestable, pero no estable,
existe un subhaz de linea & C & con pu(Z) = u(€), de modo que p(&/<L) = u(¥)
y tenemos la filtracion 0 C & C & y el objeto graduado gr(€) = &£ & &/<L. Se
puede proseguir por induccion. ([l

~

Definicién 1.7. Dos haces semiestables & y &’ se dicen S-equivalentes si gr(&)
gr(&’).

Decimos que un haz & es poliestable si & es estable o si & = ), &;, con u(&;) =
(&) y los &; estables.

Deducimos de la deficién anterior que existe una biyeccién entre las clases de
isomorfismo de los haces poliestables y las clases de S-equivalencia de los haces
semiestables, dada por la asignacién de su objeto graduado a cada haz semiestable.

Concluimos este apartado con algunas propiedades de los fibrados estables y se-
miestables.

Proposicién 1.8. Sean F, y Fy haces semiestables y [ : F1 — Fo un homomorfis-
mo.

1. St u(F1) > u(F2), entonces f = 0.

2. St u(F) = u(F2) y F1 es estable, entonces tk(F) = rk(f(F1)) y f es
inyectiva o nula.

3. 5t u(F) = u(F2) y Fo es estable, entonces vk(F,) = tk(f(F1)) y f es
genéricamente sobreyectiva o nula.

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 1.9. 57 &, y &, son fibrados semiestables del mismo rango y grado y uno
de ellos es estable, entonces f es un isomorfismo o nula.

Corolario 1.10. Si & es un fibrado estable, entonces Aut & = C - idg.

Demostracion. Sea f : & — & y a autovalor de f, : &, — &, para algin punto
x € X. Entonces f — aidg no es un isomorfismo, luego f = aidg. O
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1.3. El teorema de Donaldson—Uhlenbeck—Yau.

Definicién 1.11. Sea & — X un fibrado holomorfo. Una métrica hermitica H en F

es una métrica hermitica de Einstein (HE) si Ay, la conexién de Chern de (&, H),
es HYM.

Teorema 1.12 (Donaldson—Uhlenbeck—Yau). Un fibrado holomorfo & admite una
métrica HE si y solo si es poliestable. Ademds, esa métrica es unica salvo transfor-
macion gauge.

Observacion 1.13. Este resultado tiene una larga historia. Sus primeros anteceden-
tes estan en la teoria de Hodge, que en particular implica el resultado para el caso
en que & es un fibrado de linea (ver la siguiente proposicién). En los anos 30 Weil
[ | empieza a explorar el problema en rangos superiores, explorando las “jaco-
bianas generalizadas” En el ano 1965 Narasimhan y Seshadri | ] demostraron
el teorema para el caso en que X tiene dimensiéon compleja 1, aunque no en estos
términos (ver siguiente seccion).

Son Atiyah y Bott en 1983 | ] (siendo parte del material publicado previa-
mente, en 1980) quienes, estudiando las ecuaciones de Yang—Mills en superficies de
Riemann, revisitan el teorema de Narasimhan-Seshadri y lo entienden en términos
de teoria gauge. A raiz de estas ideas, Hitchin y Kobayashi conjeturan independien-
temente el teorema. Posteriormente, las correspondencias de este tipo entre estruc-
turas holomorfas estables y soluciones a ecuaciones gauge han pasado a denominarse
en la literatura “correspondencias de Hitchin—Kobayashi”.

En 1983 Donaldson | | redemostré el teorema de Narasimhan—Seshadri des-
de el punto de vista de Atiyah—Bott, sentando las bases de las técnicas que darian
el teorema general, y haciendo uso de resultados analiticos de Uhlenbeck | ].
Posteriormente, en 1985 Donaldson | | prueba el teorema para superficies pro-
yectivas y mas tarde para variedades proyectivas de dimensiéon arbitraria. La de-
mostracion del teorema en la generalidad aqui expuesta se debe a Uhlenbeck y Yau
[UYS6].

En los anos siguientes estos resultados se han generalizado en diversas direccio-
nes. Caben destacar las generalizaciones a variedades hermiticas, no necesariamente
Kahler, los resultados para fibrados principales (que pueden obtenerse del teorema
haciendo consideraciones tannakianas, pero que también se han estudiado explici-
tamente), y la teoria de fibrados de Higgs.

El resultado para fibrados de linea es una consecuencia sencilla de la teoria de
Hodge.

Proposicion 1.14. Todo fibrado de linea holomorfo & — X admite una métrica
HE, tinica salvo un mailtiplo por un escalar.

Demostracion. Tomemos una métrica hermitica arbitraria H en &. En general, no
es cierto que AFy = Ag. Ahora, si H = ¢/H para alguna funcién f : X — R,
tenemos

Fyr = Fy +1i00f,
lo que implica

AFy = AFg + Af.
La teoria de Hodge nos permite obtener una f tal que AFy sea constante. Ademas,
otra f’ que cumpliese eso seria de la forma f' = f + g, con Ag = 0, de modo que g
es una constante. U
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Podemos reformular el teorema desde otra perspectiva, en la que en vez de variar
la métrica, variamos la conexion.

Fijamos £ — X un fibrado vectorial C™ (esto equivale a fijar el tipo topoldgico
de F) y fijamos H una métrica hermitica en E. Denotamos por A el espacio de las
conexiones H-unitarias, y por A%! el subespacio correspondiente a las conexiones
con curvatura de tipo (1,1). Dada una conexién A € AY! denotamos por J, el
correspondiente operador de Dolbeaut y &4 la estructura holomorfa asociada.

El teorema de Donaldson—Uhlenbeck—Yau puede reformularse ahora de la siguiente
manera.

Teorema 1.15. Sea Ay € AV'. Si &4, es estable, existe una A € A (inica salvo
una transformacion gauge) tal que A es HYM y &4, = & 4.

Més atin, la accién del grupo gauge § = QU(X, Uy (E)) extiende a una accién del
grupo gauge complejo G = Q°(X, Aut(E)). Dada g € G, definimos § = (¢") 'y
aq(A) =g0ag"
Dgay =307 "
Los elementos de G pueden verse como aquellos elementos u € G% con v = 4. En
particular, si v € G, la accién anterior simplemente es la accién habitual d,4) =
udqu™".

Nétese ademds que &4, es isomorfo a &y, si y sdlo si Ay = g(A;), para g € G°.
Como A es G€ invariante, esto quiere decir que A /GC parametriza las clases de
isomorfia de fibrados holomorfos de tipo topolégico E.

Maés atn, puede demostrarse que la accion de G€ en AM! admite la aplicacion
momento p(A) = AFy, de modo que el espacio de moduli de conexiones HYM
puede obtenerse como una reduccion simpléctica (de hecho, es una reduccion Kéhler)

pH(Ae)/S.

€

\ (b AV M

oL\ eSTRGE SEMEST pRES
/ (&) €

Ficura 1. Orbitas de G€ en AL,
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2. EL TEOREMA DE NARASIMHAN—SESHADRI

En esta seccion supondremos que dime X = 1. Igual que antes, £ — X denota
un fibrado vectorial complejo C'*™° y H una métrica hermitica en £. Como X es una
superficie, el tipo topologico de E esta determinado por su grado d y su rango r.

En este caso todas las conexiones en E tienen trivialmente la curvatura de tipo
(1,1), luego A = AY. Ademés, AFqw = Fj4, de modo que A es HYM si y sélo
si Fy = Agpidgw. Se dice entonces que A es de curvatura central constante. En
particular, si d = 0, A es HYM si y sélo si es plana. La correspondencia de Riemann—
Hilbert implica entonces que, si d = 0, el espacio de méduli de las conexiones HYM
en E puede identificarse con la variedad de caracteres Hom(m(X),U(r))/U(r). De
hecho, esa identificaciéon es un isomorfismo analitico complejo.

El teorema de Donaldson—Uhlenbeck—Yau implica en esta situacion el siguiente.

Teorema 2.1 (Narasimhan-Seshadri). El espacio de maoduli M(r,0) de los fibrados
holomorfos estables de rango r y grado 0 esta en biyeccion canonica con la variedad
de caracteres Hom(m(X),U(r))/U(r).

De hecho, Narasimhan y Seshadri prueban que dicha biyecciéon es un homeomor-
fismo. Mas ain, puede demostrarse que la biyecciéon es un isomorfismo analitico
real.

Otra cosa importante a tener en cuenta es que un haz coherente & sobre una
curva compleja puede escribirse siempre como & = & & I, donde & es localmente
libre y  es un haz de torsiéon. Por tanto, para estudiar la estabilidad de fibrados
holomorfos en superficies de Riemann sélo es necesario considerar subfibrados. Esto
hace que el reciproco de DUY sea bastante facil de demostrar en superficies de
Riemann.

Proposicién 2.2. Si (&,H) es un fibrado HE sobre una superficie de Riemann,
entonces & es poliestable.

Demostracion. Supongamos que &' C & es un subfibrado holomorfo de &. Tenemos
una sucesion exacta de fibrados 0 — & — & — &” — 0 y podemos escribir

da

Aqui, A" y A” son las restricciones de A a & y &”, respectivamente, mientras que
B € Q¥ X, Hom(&"”,&")) es un representante de la clase de & como extension de
&" por &'. En particular, si § = 0, entonces & = &' $ &".

Ahora, el elemento “superior izquierdo”de Fy es Fy — 3 A 7. Tomando trazas,
multiplicando por i e integrando, obtenemos

irk%’Agvolx_i/ tr Fy + || 812
2m 2m Jx

Por la teoria de Chern—Weil, obtenemos

&) = &)+ I,
para C' > 0 una constante. Por tanto, u(%&) > w(&’), con igualdad si y sélo si
B=0. [

Demostremos ahora el teorema de Narasimhan—Seshadri en el caso particular de
rango 2. Comenzamos con E un fibrado C* de rango 2 y grado 0 y consideramos
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H una métrica hermitica en F y A el espacio de las conexiones H-unitarias. Dada
una conexiéon A € A denotamos por &4 la estructura holomorfa en F inducida por
D4.

Fijamos & una estructura holomorfa en E y llamamos Aj a la conexién de Chern
asociada por la métrica H y I' = G© . A, la correspondiente GC-6rbita.

Se trata de encontrar una conexiéon plana en I'. Para ello, consideramos el lagran-

giano de Yang—Mills
1/2
s = = ([ 1mae)

Proposicion 2.3. 5i & es estable, el infimo de J en I’ se alcanza en I'.
Esto es suficiente para demostrar el teorema de Narasimhan—Seshadri.

Demostracion del teorema de Narasimhan—Seshadri. Basta probar que si A es una
conexion con F4 # 0, existe otra conexion en la misma GC_6rbita con menor valor
de J. Tomemos ¢ € Lie G = Q°(X, End E) autoadjunto, es decir, ¢ = ¢T. Podemos

considerar la transformaciéon gauge g, = €'¢, para t > 0, que verifica

th~A =F4— t(aA 514 _5A 8A)§ + O(t2).

Ahora, 0404 — 0404 = *di‘dA, y, por la teoria de Hodge, podemos tomar & tal que
*de A& = F4. Para dicho £ tenemos

F,.a=Fa(l—1)+o(t?).

Tomando t pequeno, encontramos conexiones g; - A con J(g; - A) < J(A), a menos
que F4 = 0. En conclusion, si el minimo de J se alcanza en un elemento A € I', esta
A es una conexién plana.

Finalmente, veamos la unicidad. En primer lugar, nétese que toda § € G© puede
descomponerse como gu, con g = g' y u € §. Basta considerar entonces dos solucio-
nes distintas A y B tales que B = g(A), con g = ¢g'. Como F4 = F = 0, tenemos
que

04049" =—=1(049%)9 " (0ag”)g™ "]
Por tanto, d(tr g?) < 0, con igualdad si y s6lo si 94 ¢> = 0. Por el principio del
maximo, la tinica posibilidad es tr g*> = 0, de modo que g es constante y A = B. [

Demostracion de la Proposicion 2.3. Supongamos que (A,) C I' es una sucesion
minimizante para J|p. Hacemos uso del siguiente teorema.

Teorema 2.4 (Uhlenbeck). Si (A,) C A es una sucesion tal que (||Fa,l|r2) es
acotada, eziste una subsucesion (Ay) C (A,) y una sucesion de transformaciones
gauge L3, (un) C Go tal que la sucesion (u, - Ay) es convergente a una conexién A
débilmente en L3.

Este resultado implica que existe una conexién A, € A; a la que nuestra sucesion
minimizante converge débilmente. Ahora, un resultado de Atiyah y Bott (hemos
visto algo parecido nosotros?) implica que existe una transformacién gauge g € G5
tal que g - Ay es C. Por tanto, la GC-6rbita de A, que denotamos por I", va
asociada también a una estructura holomorfa en E, que denotamos por &’.

Lema 2.5. Existe un homomorfismo no nulo f : & — &'.
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Demostracion. Usando Ag y A, podemos inducir una conexiéon Ag* A,, en End E =
E* ® FE y considerar los operadores 0,, = 6140* A, Y Doy = 5140* A, induciendo di-
ferentes estructuras holomorfas en End E. Noétese ademas que existe una sucesion
de (0,1)-formas (,) de modo que O = O, +8, ¥ que B, — 0 débilmente en L2
cuando n — oo.

De la elipticidad de O tenemos que

£z < Cll9sc fllzz + 1 fllz2)

para toda f € Q°(X,End E). Como, para cada n, tenemos A, € I, existe un homo-
morfismo de fibrados holomorfos f,, : & — &4, . Equivalentemente, f,, es una seccion
frn € Q% X,End E) con 9, f, = 0. Ademas, podemos tomar los f, normalizados de
forma que || f,||z2 = 1. Ahora,

1fnllzz < CUI[Bn, falllzz + 1) < CillBall sl full s + Co

De aqui, como la inclusién de L? en L* es compacta, tenemos que ||B,||zs — 0, de
modo que (f,) estd acotada en L? y por tanto tiene una subsucesién débilmente
convergente (f,/). Como las f, tienen norma L? igual a 1 y la inclusiéon L? C L? es
compacta, el limite débil f es no nulo. Como 9, f, = 0, en el limite tenemos O f =
0, lo que implica que f es una secciéon holomorfa no nula del fibrado holomorfo
inducido por Ay * Ay en End E. En otras palabras f es un elemento no nulo de
Hom(&,&"). O

Vamos a probar ahora que, si & es estable, f debe ser un isomorfismo, de modo
que I' = 1" y el infimo de J en I se alcanza en I'. En efecto, supongamos que f no
es un isomorfismo. Es posible entonces hallar K, G, F' y H fibrados de linea tales
que tenemos el siguiente diagrama | , p- 547]

!

0 < H <« &' ¢

0 y K >

e}

\
7

G
lg
F <

0,

con g una aplicacion no nula.

De este diagrama se deducen varias cosas. En primer lugar, como existe una
aplicacién holomorfa no nula g : G — F| se tiene que deg G < deg F'. Ahora, si &
es estable, entonces deg K < 0. Por tanto, degG > 0 y, en consecuencia, también
deg F' > 0.

Si tomamos una conexion A € I podemos considerar las conexiones A’ y A”
inducidas en F'y en H, respectivamente y tenemos

/ FaP > / Fal + [Fal?,
X X

J(A) > |deg F| + | deg H| = 2deg F.

de modo que

Por tanto
inf J|p > 2deg F.

Por otra parte, si tomamos una conexién B € I', podemos tomar B’ y B’ las
correspondientes conexiones planas en K y GG que da el teorema de Hodge asociadas a
las métricas H | y H|g. Tomamos también 8 € Q%1(X, Hom(G, K)) el representante
de la clase de la extension 0 — K — & — G — 0 que cumple dg.p.f = 0, que
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sabemos que existe por la teoria de Hodge. Definimos una familia de conexiones

B(t) como
dp tﬁ
dB(t) — —t/BT dB// .

La curvatura de estas conexiones viene dada por

 (Fp —t*BABT 0
F(t)_(B i FB,,—tQﬁTAﬁ)'

Ahora, J(B(t)) converge a |deg G| + |deg K| = 2deg G cuando t — 0. De hecho,
tenemos
2
aBOF = (2aeg0] -2 [ 152)
b
de modo que, tomando ¢ pequefio tal que t* Ix 184 << t2 Jx |B]* (nétese que pode-
mos normalizar ), tenemos J(B(t)) < 2deg G. Por tanto,

inf J|r < 2degG.
Concluimos entonces que
2deg F' < inf J|p <inf J|r < 2degG,

pero esto contradice el hecho de que deg F' > degG. U

3. EL TEOREMA DE DONALDSON

3.1. Introduccién. Consideremos ahora el caso en el que estamos principalmente
interesados: conexiones ASD en superficies algebraicas. Consideramos entonces que
X es una superficie algebraica completa y lisa. Un resultado clasico de geometria
algebraica (debido a Zariski) afirma que X es, de hecho, una variedad proyectiva.
Podemos tomar entonces O(1) el fibrado de linea relativamente amplio sobre X,
relativo a una inmersién de X en un espacio proyectivo.

Ademas, la clase de fibrados que nos interesa considerar son los SL(2, C)-fibrados.
Un SL(2, C)-fibrado holomorfo es un fibrado vectorial holomorfo & — X de rango 2y
con det & = Ox. Fijar una métrica H en & equivale a reducir el grupo de estructura

a SU(2).

Observacion 3.1. Noétese que un SL(2, C)-fibrado holomorfo & es estable si y s6lo si
para todo fibrado de linea holomorfo & — X tal que existe una funcion f : & — &£
se tiene que deg Z > 0. En efecto, si es estable tenemos esto ya que ker f ha de
ser un haz de grado negativo. Por otra parte, dado cualquier subhaz i : & — &
podemos tomar Z el fibrado mas pequenio que contiene al conticleo de 7.

Por otra parte, & es poliestable si y sélo si es estable o puede escribirse como una
suma & = £ ® £, con deg £ = 0.

En esta seccion, vamos a esbozar la prueba del teorema de Donaldson.

Teorema 3.2 (Donaldson). Sea X una superficie algebraica completa y lisa. Todo
SL(2,C)-fibrado holomorfo poliestable & en X admite una métrica HE.
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3.2. El teorema de anulacién y sus consecuencias. Empezamos por obtener
una férmula de Weitzenbock, que nos permitira probar el reciproco del teorema de
Donaldson (Kobayashi-Liibke, en general) y la unicidad de la solucién.

Fijamos £ — X un fibrado vectorial complejo de rango 2 y H una métrica her-
mitica en F. Igual que antes, denotamos A el espacio de las conexiones H-unitarias
en Ey, si A€ A, denotamos por &4 el fibrado holomorfo (E,04).

Lema 3.3 (Formula de Weitzenbock). Para toda conexion A en E, se tienen las
siguientes iqualdades

804 = Ldyds —iNF,
0404 = %deA +iAFy

Demostracion. Todo se basa en las siguientes “identidades de Kéhler”

d'y = —iAd,
A =iNd, .
De aqui,
dlydy = iNs —04) (D4 + D4) = iA(D4 Da — D4 DA).
Ahora,

Fiol = 0404+ 0404,
de modo que
diydy = 20", 04 +2iNFy = 2000, — 2iAFy,
como queriamos probar. [

Corolario 3.4 (Teorema de anulacién). Sea A € A y &4 la estructura holomorfa
inducida por A en E.

» S11AF, es semidefinido negativo, entonces toda seccion s € H(X,&4) cumple
das = 0. En otras palabras, 04 s = 0 implica das = 0.
» Mds atn, si iNF4 es definido negativo, entonces H°(X,&4) = 0.

Demostracion. Tenemos
104 5% = <5f4 D4 8,8) = <%dT4dAs,s> — (iNFys, s) > 5| das|?.

Por tanto, si 045 = 0, entonces das = 0. Ademés, s # 0 e iAF,; < 0 da una
contradiccion. ([l

Ahora, las consecuencias del teorema de anulacion.

Proposiciéon 3.5 (Unicidad). Una GC_6rbita en AV tiene a lo sumo una G-drbita
de conexiones ASD.

Demostracion. Dadas dos conexiones A; y A, relacionadas por un elemento g €
G, podemos considerar la conexion A; * Ay en End F = E* ® E, que induce una
estructura holomorfa & en End E. Ahora, Ay = g(A;) para g € G© equivale a decir
que ¢ es una secciéon holomorfa de #. Si A; y Ay son ASD entonces A; x Ay también
lo es, y por tanto da,,4,9 = 0. Ahora, podemos considerar h = g'g, que es una
seccion holomorfa de End EF equipado con la estructura inducida por la conexion
Ay * Ay, de modo que dy, h = 0. Finalmente, si definimos v = gh~/2, tenemos que
da«a,u =0y u € §. Por tanto, Ay = u(4;). O
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Proposicion 3.6 (Kobayashi-Liibke). Si A es una conexion ASD, entonces &4 es
poliestable.

Demostracion. Basta ver que si & es un fibrado de linea con deg & < 0 entonces, o
bien Hom(&4, %) = 0, o bien &4 = &£ & £ ~'. Tomamos h la métrica HE en & que
obtuvimos aplicando el teorema de Hodge y consideramos la conexion B = A x A,
en Hom(&4, &). Tenemos

2T
Vol X

Si Hom(&4,Z) = 0, entonces &4 es estable y hemos terminado. Supongamos en-
tonces que existe s € Hom(&4, Z), s # 0. En particular, esto implica que, como
iANFg > 0 tenemos dgs = 0. Si s # 0 entonces necesariamente degZ = 0 y el
homomorfismo s : &4 — &£ define una escision &4 = £ © F L. O

iINFp = deg Z < 0.

Observacion 3.7. Veamos por qué, en efecto, s define una escisiéon de &4. La aplica-
cién s : &4 — & induce una sucesién exacta 0 — £’ = &4 > Z. Queremos probar
ahora que, fija una métrica H en &4, el fibrado &'+ dado por el haz de secciones
perpendiculares a las secciones holomorfas de ' es un subfibrado holomorfo de 4.
Para eso basta ver que si t € Q% (E) es tal que (¢,r)y = 0 para todo r € H°(X, Z’),
entonces (Jat,7)g = 0. Ahora,
(Ot 1)y = {t,047) + O(t, 1) = 0.
Aqui, el segundo término es cero por hipotesis, mientras que el primero lo es porque
dar € HY(X,&"). En efecto, si r € H'(X, '), tenemos s(r) = 0, luego
0 =0a,(s(r)) = 9p(s)(r) + 5(0a(r)) = s(9a(r)),

ya que hemos asumido que dgs = 0.

3.3. El flujo de Yang—Mills. Las conexiones ASD se encuentran en los puntos

criticos del funcional de Yang-Mills J(A) = ||Fa||*. Podemos buscar estos puntos
como soluciones al flujo del gradiente de dicho funcional
0A

-5 = —d\ Fy = —i(04 —04)AF .

En cada G%-érbita, podemos fijar una conexién A y plantear la ecuacién para una
familia uniparamétrica g(t) € G® ¢ > 0, de modo que buscamos una solucién de

{%g_l = —ilFy(a),

9(0) = 1.
Definiendo h = ¢'g, obtenemos la ecuacién

oh

— = —2thAFy ).

or A

Equivalentemente, podemos fijar un fibrado holomorfo & y escribir las ecuaciones
en términos de una familia de métricas H(t). Obtenemos asi la ecuacién de flujo de
Yang—Mills
0OH
ot
donde Fy es la curvatura de Ag la conexion de Chern de H en &.
La teoria de ecuaciones parabodlicas permite obtener el siguiente resultado.

= —2iHAFy,
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Proposiciéon 3.8. Dada cualquier métrica K en &, existe H(t) una solucion C*>
al flujo de Yang—Mills, definida para t € [0,00) y tal que H(0) = K.

3.4. Ellagrangiano de Donaldson. Supongamos que & es un fibrado holomorfo
de rango r en una variedad compleja Z y que ¢ es una funcién p-lineal invariante en
gl(r, C) totalmente simétrica. Entonces, dada cualquier métrica H en & obtenemos
una clase caracteristica o(Fy) := @(Fy, Fy, ..., Fy) € QPP(Z). Ahora, dadas dos
métricas H y K podemos construir un invariante R(H, K) € QP~1P~1(Z)/(im d +
im d) con las siguientes propiedades

1. R(K,K) =0y, dada otra métrica J,
R(H,K)=R(H,J)+ R(J,K);
2. si H(t) es una familia uniparamétrica lisa de métricas, entonces

d o
%R(HMK) = _Zp(p(H 1H7FH7-"7FH)'

iéaR(‘[_L K) = ¢(Fu) — ¢(Fk).
La forma de construir R es integrar la férmula de la propiedad 2.
Cuando ¢ es la traza, obtenemos el invariante

Ri(H,K) = logdet(K 'H).
Cuando ¢ es la forma de Killing — tr(AB), Ry(H, K) cumple
i00Ry(H,K) = (—tr(Fp)) — (— tr(FR)).

Supongamos ahora que tenemos una sucesion exacta de fibrados holomorfos 0 —
& — & — &" — 0. Una métrica H en & induce métricas H' y H" en & y & y una
forma de extensién Sy € Q%1(Z, Hom(&"”,&")). Se puede probar que para cada par
de métricas H y K en & se tiene

1. R{(H,K)=R(H',K'")+ R, (H",K"),
2. Ry(H,K) = Ry(H', K') + Ry(H", K") — 2i[tr(By A BY;) — tr(Bx A Bl)].

Finalmente, si & es un SL(2, C)-fibrado holomorfo sobre la superficie algebraica
X, definimos el lagrangiano de Donaldson

M(H, K) = / Ro Aw.
X
Conviene definir también el funcional analogo sobre una superficie de Riemann C,

Mo(H, K) = /CRQ.

Si mantenemos fija la métrica K, estos funcionales pueden entenderse como la-
grangianos para H. El hecho clave ahora es que los puntos criticos de estos la-
grangianos son precisamente las conexiones ASD. Tenemos de hecho el siguiente
resultado.

Proposicién 3.9. Sea H(t) la solucion al flujo de Yang-Mills en & con H(0) = K.
Si el funcional M (H, K) estd acotado inferiormente cuando t — oo, entonces existe
una subsucesion de H(t) tal que AFy s — 0 en C° cuando t — oo.

La cota para M se obtiene ahora del siguiente teorema | ].
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Teorema 3.10 (Mehta-Ramanathan). Si & es un fibrado semiestable en X, en-
tonces existe un enetro my tal que, para todo entero m > mqg y para una curva lisa
C C X definida por los ceros de una seccion genérica s € O(m), tenemos que &|c
es semiestable.

Se trata ahora de usar la igualdad
M(H,K) = bMo(H, ) = [ fu(F} - FR)
b's

donde f = (1/27m) log |s|?. El segundo término de esta férmula estd claramente aco-
tado inferiormente. Ahora, si &|¢ es estable, entonces por el teorema de Narasimhan—
Seshadri existe una métrica HE en &|¢, que da la cota inferior de Mq(—, K). Si &|¢
no es estable, podemos escribirlo en una sucesion exacta 0 - & — &|¢c - &' — 0,
con & y &' fibrados de linea de grado 0. Por las propiedades de Ry tenemos que

Mc(H, K) = Mc(H|z, K|z) + Mc(H|g, K|o) + 2 Br|* + 2/|8x |,
que esta acotado superiormente.

Demostracion del teorema de Donaldson (3.2). De todo lo anterior obtenemos que
si & es un SL(2,C)-fibrado holomorfo semiestable en X existe una familia de co-
nexiones A(t), para t = [0,00), en la §%-6rbita de & tal que AFyq) — 0 cuando
t — o0.

Por argumentos de compacidad | , §4.4], es posible encontrar un limite Ay
de la familia A(t), definida sobre X \ Z, donde Z es un conjunto finito de puntos,
y satisfaciendo AF, = 0. Ademas, A, puede extenderse para dar una conexién
ASD en todo X, pero definida sobre un SL(2, C)-fibrado diferenciable E’, tal vez
diferente de E. Definimos el SL(2, C)-fibrado holomorfo &' = (E',d4_).

Finalmente, de forma andloga a como hicimos para curvas, podemos obtener una
aplicacion holomorfa no nula f : & — &’. De aqui se deduce inmediatamente el
teorema de Donaldson. En primer lugar, del teorema de Kobayashi—Liibke se deduce
que &’ es poliestable, y por tanto semiestable. Ahora, si & es poliestable, entonces
f debe ser un isomorfismo. 0

Observacion 3.11. Esta demostracion del teorema de Donaldson se basa en aplicar el
teorema de Narasimhan—Seshadri (es decir, de asumir el teorema probado en dimen-
sién inferior) y hacer uso del teorema de Mehta-Ramanathan. Este dltimo teorema
puede generalizarse a la situacién mas general de hipersuperficies de una variedad
proyectiva, lo que permitié6 a Donaldson generalizar su teorema a variedades pro-
yectivas de dimension superior. La demostracion de Uhlenbeck y Yau es valida mas
generalmente para cualquier variedad Kéhler. A cambio de no usar el teorema de
Mehta—Ramanathan, la demostracién de Uhlenbeck—Yau | ] conlleva més com-
plicaciones de cardcter analitico. La demostracion expuesta en el libro de Donaldson
y Kronheimer | , Capitulo 6] no usa el teorema de Mehta—Ramanathan y es
valida para el caso concreto de conexiones ASD y SL(2, C)-fibrados holomorfos en
cualquier superficie Kéhler, no necesariamente algebraica.

3.5. Fibrados semiestables y compactificacién del espacio de méduli. En
este apartado hacemos un breve comentario acerca de cémo podemos entender los
fibrados semiestables a través del teorema de Donaldson.

Supongamos entonces que &; es una familia de fibrados holomorfos tales que &;
es estable para t # 0y & no es estable. El teorema de Donaldson afirma que (fija
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una métrica hermitica), a cada &; le corresponde una conexién ASD A;. La pregunta
ahora es como podemos interpretar el limite lim;_,o A;.

Supongamos mas aun, que &, es semiestable, y que esta desestabilizado por una
seccién 0 — Ox = &,. Denotamos por (s)y € S*X la k-tupla de los puntos donde s
se anula. Aqui, k = ¢2(&)) es el nimero de ceros de s, contados con multiplicidad.
Si denotamos por © la conexién trivial en el fibrado trivial de X y ([©], (s)o) la
correspondiente conexién ideal, tenemos.

Proposicién 3.12. La familia [A;] converge débilmente a ([©], (s)o) con t — 0.

4. Mo6puLl ASD LOCAL

En esta seccion estudiamos algunas propiedades locales del espacio de méduli de
conexiones ASD.

4.1. Deformacién de fibrados holomorfos. Sea Z una variedad compleja com-
pactay & — Z un fibrado holomorfo. Dado un espacio analitico complejo con punto
base (7', t), una deformaciéon de & parametrizada por T' es un haz localmente libre
& sobre Z x T con &|zyy = &. Nétese que, dada una aplicacién (S, s) — (T,¢)
de espacios analiticos punteados, una deformacién € parametrizada por T induce,
por pull-back, una deformacién parametrizada por S. Decimos que una deformacion
es versal, si toda otra deformacién se puede obtener de ella por una aplicacion, y
decimos que es universal si tal aplicacion es tinica. Notese que si existe una defor-
macién universal parametrizada por 7', entonces 1" representa el functor que envia
cada espacio analitico S al conjunto de deformaciones parametrizadas por S.

Vamos a construir una deformacién versal de cualquier fibrado holomorfo & usan-
do la teoria que desarrollamos para estudiar deformaciones de conexiones. En primer
lugar, fijamos el fibrado diferenciable F e identificamos el espacio tangente a A con
Q%I(End E). Ahora, la derivada de la accién de G€ en una conexién A es

D4 : Q% (End E) — Q%' (End E).

Similarmente, la derivada de la aplicaciéon A Fg’Q, con nicleo A1) estd dada
por el operador 0 : Q% — Q%2 Por tanto, si & es una estructura holomorfa en
E, el analogo en esta situacién del complejo de deformaciéon ASD es el complejo de
Dolbeaut

OL(End E) —%5 Q%' (End E) —%— Q%*(End E),

cuyo 1-grupo de cohomologia es H'(Z,End &). Por otra parte, H*(Z,End &) es el
algebra de Lie del grupo de automorfismos de &. En particular, si & es simple,
entonces H°(Z,End &) = C.

Si nos restringimos a trabajar con SL(r, C)-fibrados, podemos cambiar en todas
partes End & por el fibrado Endy & de endomorfismos con traza nula.

El resultado principal es el siguiente:

Proposicién 4.1 (Kuranishi). 1. Ezxiste una aplicacion holomorfa 1 de un en-
torno de 0 en HY(Z,End &) a H*(Z,End E), tal que ella y su derivada se
anulan en 0, y una deformacién versal de & parametrizada por' Y = ~1(0).

2. El 2-jet de 1y en el origen estda dado por
H'(End &) ® H'(End &) — H?*(Endy &)

a® fr— laApbl.
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3. Si & es simple, entonces Y es una deformacion universal, y un entorno de [&]
en el cociente A' /GC es homeomorfo a Y. Mds generalmente, si Aut& es un
grupo reductivo, podemos tomar 1 que sea Aut & -equivariante, de modo que
Aut & actia en'Y y un entorno en el cociente estd modelado por Y/ Aut&.

4.2. Comparacion de las teorias de deformacién. Vamos ahora a compa-

rar las teorias de deformacion de conexiones ASD con la de fibrados holomorfos.

Suponemos entonces que A es una conexién ASD irreducible en E un fibrado SU(2).
Tenemos los siguientes isomorfismos algebraicos

Q% (Endy E) = Q' (sup)
Q(Endy E) @ Q%*(Endg E) = Q%(sup) © Q" (sug),
mientras que las identidades de Kéahler dan isomorfismos canénicos
H'(End&) = H'(Endy &) = H}, H°(Endy F) = H|, ®C,
H% = H*(Endy &) @ Hiw.

Ahora, por el teorema de Donaldson, sabemos que &4 es estable. Por tanto, &4
es simple y el resultado de Kuranishi nos da una deformaciéon universal Y.

Tomemos ahora a € Q%(End E) y consideremos las ecuaciones ASD para un
elemento g =1 + u € G°,

AFy(asacany =0, dy(g(A+a—a*) = 4)=0.

La linealizacién estd dada por A u = — 9 a.

Como A, da endomorfismos de traza nula, el teorema de la funcién implicita
da una solucién g, para un « pequeno. Consideremos ahora el fibrado = sobre un
entorno del origen de ker d% con fibra

Eaar = g H*(Endy &)g,' € Q%*(End, E).

Por el procedimiento que vimos cuando estudiamos las deformaciones de las co-
nexiones ASD, podemos construir un modelo del espacio de moéduli de las co-
nexiones ASD usando este fibrado sobre kerd?, en la forma de una aplicacion
f : Hy — H?%. Por otra parte obtenemos un modelo ¢ : H} — H?% para la de-
formacioén universal de la componente de FAS)’Q correspondiente a H?(Endy &) en el
espacio ker 07 Nker 04 = ker d* Nker d. Es facil convencerse de que f = 1. Se sigue
que la estructura local del espacio de moduli de conexiones ASD es compatible con
la de las deformaciones universales. En resumen, tenemos:

Proposicién 4.2. Si X es una superficie Kahler compleja y E — X es un fibrado
SU(2), el espacio de moduli M}, de coneziones ASD irreducibles es un espacio anali-
tico complejo y cada punto de Mj, tiene un entorno que es la base de la deformacion
universal de correspondiente fibrado vectorial estable.

4.3. Orientacion del moéduli. Una consecuencia sencilla de la comparacion de
las teorias de deformacién tiene que ver con la orientacién del méduli. Vimos que el
moéduli podia orientarse a partir de una orientacion del fibrado A — B, cuyas fibras
estan dadas por

Ay = N"kerdg @ (A" ker0%) * .

Ahora, si X es una superficie Kahler y A una conexion unitaria, por las identidades
de Kahler podemos identificar 64 : Q% (sug) — Q% (sug) © QL (sup) con 9 I, :



16 GUILLERMO GALLEGO

Q%' (Endy E) — Q% (Endy B)®Q%*(Endy E). El niicleo y el conticleo de este operador
son espacios vectoriales complejos, y por tanto tienen orientaciones canodnicas.

5. LA TOPOLOGIA DIFERENCIAL DE LAS SUPERFICIES ALGEBRAICAS

Aplicaremos ahora la correspondencia entre conexiones ASD y fibrados estables,
junto con los invariantes de Donaldson, para obtener algunos resultados concernien-
tes a la topologia diferencial de una superficie algebraica lisa y simplemente conexa.

5.1. El resultado. Sea S una superficie algebraica compleja lisa y simplemente
conexa. Esta S tiene una orientacion estandar y, por ser simplemente conexa, se tiene
bt (S) = 1+ 2p,(S), donde p,(S) = h*" es el género geométrico de S. Recordemos
que para tener los invariantes de Donaldson bien definidos exigiamos b+ > 3. Por
tanto, pedimos p,(S) > 0. Ademas, la estructura compleja induce una orientacién
natural en el espacio de méduli de forma que no hay ambigiiedad en el signo.

Por otra parte, recordamos el resultado de Zariski que afirma que toda superficie
algebraica S puede embeberse holomoérficamente en un espacio proyectivo. Podemos
considerar entonces un fibrado relativamente amplio ©(1) en S. Una curva compleja
C C S en el sistema lineal |0(1)| define de forma natural una clase de homologia
h € Hy(S), dependiendo sélo del embedding de S en el proyectivo. Equivalentemente,
h es la restriccion del generador de Hy(CP™).

Recordemos la construccion de los invariantes de Donaldson. Tomamos un niimero
k, E — X un fibrado SU(2) con c2(E) = k, y My, el espacio de mdduli de conexiones
ASD en E. La dimensién de M, estd dada por 2d, donde d = 4k — 3(b"(X) + 1).
En este caso, tenemos

d =4k — 3p,(5) — 3.
Consideramos ahora [¥1],...,[34] € H2(X) clases de homologia representadas por
superficies (reales) ¥q,--- X, Vimos que, asociada a cada ¥; podemos construir un
fibrado de linea &; — B, con ci1(Zy,) = u([X:]). Recordemos que este fibrado
se construia en términos del operador de Dirac, pero, identificando el operador de
Dirac con el operador de Dolbeaut, podiamos dar la fibra de &; sobre una conexiéon
A como

det(ker 04)* @ det(ker 5;) =det HY(X, E,)* @ det H' (X, E,).

Tomando una seccién genérica s; de cada L; y denotando por V; su conjunto de ceros
definimos el invariante de Donaldson

qk([El], ce [Zd]) = #(Mk N ‘/1 N---N Vd)
El resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.1. Para toda superficie algebraica lisa y simplemente conexa S con
Pg(S) > 0, y para toda clase h € Hy(S) existe un ky = ko(S,h) tal que, para cada
k > ko, tenemos

La consecuencia més importante de este resultado es la siguiente

Corolario 5.2. Ninguna superficie algebraica simplemente conexa S puede escribirse
como una suma conexa X1# X con bt (X7) y b+ (Xs) ambos positivos. En particular,
si bt (S) > 5, existe una 4-variedad diferenciable X (S) homotdpicamente equivalente
a S pero no difeomorfa a ella, ni a ninguna otra superficie compleja.
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La primera parte del corolario es consecuencia de una serie de teoremas de anula-
ci6én para los polinomios de Donaldson (ver seccién 9.3 del Donaldson—Kronheimer).
Podemos ilustrar la segunda parte con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3. Un resultado clasico de Milnor (1958) afirma que el tipo de homotopia
de una 4-variedad compacta, orientada y simplemente conexa esta determinado por
su forma de interseccion, la forma bilineal @) : Hy(X) x Hy(X) — Z dada por
la dualidad de Poincaré. El plano proyectivo CP? tiene la forma de interseccién

dada por la matriz (1), mientras que la variedad con orientacién opuesta CP’ tiene
la forma (—1). Ademads, la forma de interseccién de una suma conexa es la suma
directa de las formas de intersecciéon. Resulta que toda forma unimodular impar
indefinida es equivalente a [(1) & m(—1), para ciertos ntimeros [ y m. Por tanto,
si S es una superficia algebraica simplemente conexa cuya forma de interseccion
es una forma unimodular impar indefinida, concluimos que S es homotdépicamente

. . 52 .
equivalente a una suma conexa de varios CP? y CPP", pero, por la primera parte del
corolario, S no es difeomorfa a a esta suma conexa.

5.2. La idea general. La idea general consiste en construir una inmersion del
espacio de moduli en un espacio proyectivo j : M — CP", dada por secciones del
fibrado de linea £™, donde £ es el determinante de la restriccion de las conexiones a
una curva C' representando h. En condiciones idoneas, el embedding podria obtenerse
mediante el teorema de Kodaira, ya que puede probarse que & es un fibrado positivo,
pero en general tendremos dificultades técnicas con singularidades y no compacidad
en el méduli. Si estuviéramos en esa situacion ideal, y tuviéramos ese embedding,
la imagen j(M) serfa una subvariedad algebraica de CP" y & seria isomorfo al
fibrado O(1) restringido a j(M). En esta situacién, g(h) estd dado por 1/n? por el
nimero de puntos en la interseccién de j(M) con d hiperplanos generales de CP".
Pero este ntimero es precisamente el grado “algebraico”de j(M), que sabemos que
es positivo si j(M) es no vacio.

5.3. El méduli de fibrados en curvas. Sea X una superficie de Riemann de
género g y tomemos L — X un fibrado holomorfo de grado 1 en X. Denotemos
por W (d) el espacio de méduli fibrados vectoriales holomorfos estables de rango 2
y determinante L¢. Claramente, tenemos una biyeccién

W(d) — W(d + 2k)
[E] — [E® L.
Por tanto, basta considerar los espacis W (d), con d par por una parte, y con d impar
por otra. Cualquiera de la primera clase lo denotaremos por Wy y cualquiera de la
segunda por Wj. En esta seccién, vamos a obtener inmersiones de los espacios de
moduli Wy y Wy en un cierto espacio proyectivo. Nétese ademas que cuando d es

impar, todos los fibrados estables de rango 2 y grado d son necesariamente estables.
De aqui se deduce que el espacio de moduli dado por W ha de ser compacto.

Lema 5.4. Supongamos que d > 4g — 2. Si E — X es un fibrado semiestable de
rango 2 y grado d entonces
1. E es globalmente generado; esto es, para cada x € X la aplicacion
e. : H'(X,E) — E,
s +— s(x),
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es sobreyectiva.
2. H(X,FE) = 0.

Demostracién. Veamos primero 2. Por dualidad de Serre, H'(X, E) # 0 equivale
a decir que Hom(E, K) # 0, para K el fibrado canénico de X. Ahora, como E es
semiestable, esto implica que deg K > d/2, pero deg K = 2g — 2y, por hipétesis,
d/2 > 2g — 1, con lo que tenemos una contradiccién.

Veamos ahora 1. Consideremos la sucesién exacta

0 — E(—x) > B > By > 0,

que induce una sucesion exacta en cohomologia

H'(X,E) = E, y HY(X, E(—x)).

Basta entonces ver que H'(X, E(—x)) = 0, pero esto es claro porque deg F(—z) =
deg E+2degO(—x) = deg E—2 > 4g—4, con lo que deg E(—z)/2 > 2g—2 = deg K,
de modo que Hom(E, K) = 0. d

Sea k > 2g — 1. Podemos entonces representar Wy y W; por los espacios de
moduli W(2k) y W(2k + 1), respectivamente, de modo que podemos asumir que
cualquier fibrado E en cualquiera de estos dos espacios de méduli es globalmente
generado y H'(X, E) = 0. Més atin, por el teorema de Riemann-Roch, tenemos que
dim H(X, E) = deg E+2(1—g). Denotaremos este ntimero por p = deg E+2(1—g).

Tomemos entonces E en Wy o en W;. Como es globalmente generado, tenemos
que, para cada r € X, la aplicacion

er : H(X,E) — E,

es sobreyectiva. Llamando V = H°(X, E), esto implica que tenemos una aplicacién
sobreyectiva de fibrados V ® Ox — E. Por tanto, podemos describir £ mediante
una familia de cocientes de dimension 2 del espacio vectorial V' o, equivalentemente,
por una familia de subespacios de dimension 2 de su dual V*. Tenemos entonces una
aplicacion candnica a la grassmanniana

FiX — Gro(V7),

con f(z) el anulador de kere,. El fibrado £ puede recuperarse del fibrado universal
U — Grg(V*) como el pullback f*U.

Podemos dar una inmersién de la grassmanniana en un espacio proyectivo me-
diante las coordenadas de Pliicker

i: Gra(V*) — P(A?V™)
Span(ey, €2) — [e1 A €3).

Obtenemos entonces una aplicaciéon g : X — P(A2V*) dada por g =i o f. Ademés,
tenemos que g*@(1) es canénicamente isomorfo al determinante A?E.

Por tanto, g se obtiene de una composicion de la aplicacion natural v : X —
P(H°(X, A*&)*) con la proyectivizacion de una aplicacién lineal HO(A%&)* — A2V,
Es facil ver que esta aplicacion lineal es de hecho la traspuesta de la aplicacion
natural op : A2H°(X, F) — H°(X, A’E). Concluimos entonces que E estd comple-
tamente determinado por la aplicacion o.

Concluimos de esto que las clases de isomorfismo de fibrados de rango 2 y deter-
minante L?* (respectivamente, L?**1) estan en biyeccién con las SL(p, C)-érbitas en
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P(Hom(A*CP,C?)), donde, como antes k > 2g—1, p = dim H*(X, E) = 2(k+1—g)
(respectivamente p = 2k + 3 — 2g) v ¢ = dim H°(X, L*) (respectivamente, ¢ =
dim H°(X, L**1)). El cociente GIT de esta accién se obtiene como el conjunto de
6rbitas estables.

Proposicién 5.5. La drbita de la aplicacion op es estable si E es estable.

Este hecho puede demostrarse usando el criterio de Hilbert—Mumford. Concluimos
que existe una inmersion proyectiva j : W — CP" para algtin r, con W = W, o a
Wi.

Debemos probar ahora que la inmersion j esta dada por una potencia del fibrado
de linea & — B%. Por simplicidad consideramos el caso con W = W;. En primer
lugar, notese que el espacio de méduli de los fibrados V' con determinante trivial
puede identificarse con el méduli de pares (V, 1), con ¢ : A2V — Ox un isomorfismo,
ya que los escalares actian en estas aplicaciones de forma transitiva. Por tanto,
para clasificar los fibrados con determinante trivial podemos fijar la trivializacion
del determinante.

Ahora, dado M — X un fibrado de linea, podemos definir un fibrado de linea
sobre este espacio de mdduli cuya fibra sobre el punto (V%) es det H*(X,V ®
M) @ det HY(X,V @ M). Si V es estable, los tinicos automorfismos de (V%) son
+1, que actian trivialmente en la fibra porque la caracteristica de Euler de V' es
par. Obtenemos entonces un fibrado &), sobre el espacio de fibrados V' con una
trivializacion de A2V

Podemos ver ahora que todos estos &), son isomorfos. Para ver esto supongamos
que M = O(z) para algiin punto = € X y el caso general se obtiene por induccién.
Tenemos una sucesion exacta

0 >V » Vie) —— V(z), —— 0,

que en cohomologia da un isomorfismo natural entre el producto de los determinantes
en V(z) y el producto tensorial del de V' con A?V (z),. Fijando una base de M,, la
trivializaciéon de A%V da un isomorfismo entre £y y L.

Sea ahora £ = V ® L*, de modo que podemos suponer dado un isomorfismo
entre A2E y L*. Podemos considerar el espacio de méduli de ternas (V. 1, f), con
¢ una trivializacion de A?V' y f : H(E) — CP. Una terna as{ da un punto oy ¢
de Hom(A?CP,C?) cuya 6rbita es j([E]). La accién de ¢ € C* en la forma f — (f
induce una accion oy r — (" toyy . El centro Z/p de SL(p, C) actta trivialmente
en el espacio proyectivo, de modo que O(1) no tiene por qué descender al cociente,
pero si lo hard su potencia O(p). Concluimos entonces que 7*0(p) es isomorfo a Z.

En resumen, hemos obtenido una inmersion j de Wy en el espacio proyectivo
mediante secciones holomorfas de una potencia del fibrado de linea Z.

5.4. La inmersién en el proyectivo. La clave para construir la inmersién de
Mj, en el proyectivo estd en emplear el teorema de Mehta—Ramanathan (Teorema
3.10). Si, dada una curva lisa C' C S consideramos Us C M, el abierto Zariski
formado por los fibrados cuya restriccion a C' es estable, el teorema dice que

M=) U Ve

m Celo(m)|
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Ahora, M}, es de tipo finito, de modo que es compacto en la topologia de Zariski,
luego podemos tomar un subrecubrimiento finito

con U; = Ug,. Ademas, podemos suponer que las C; estan todas en el mismo sistema
lineal ©(m) y en posicion general. También podemos suponer que para cualquier par
[&] v [&'] en M, la cohomologia H'(Hom(&,&’)(—m)) = 0. Ademds, reemplazando
la inclusién por la definida por |0(m)| podemos suponer m = 1 y que las curvas C;
son secciones de hiperplanos.

Supongamos en primer lugar que S es spin, de modo que existe una raiz cuadrada
K é/ ?. Sea C una curva en el sistema lineal |6(2d)|. Existe una raiz cuadrada de K¢
inducida y una sucesion exacta corta

0—— O0(—d) @ K> —— 6(d) 9 KY* —— K> —— 0.
Para cualquier fibrado & sobre S tenemos un isomorfismo
det H* (8 @ K&* © 0(d)) det H*(& @ K&* © 0(—d))™" = det H*(8|c @ KY*).

La expresion de la derecha es la fibra de £, mientras que la expresion de la izquierda
es independiente de C'. Deducimos entonces que la restriccion a diferentes curvas da
fibrados de linea isomorfos sobre el espacio de moduli ASD. Es facil generalizar este
resultado al caso en que S no sea spin y la clase de C' no sea par, de forma analoga
a los argumentos de la seccion anterior.

En resumen, para cada i tenemos un espacio de méduli liso W; = W(C;), un
fibrado determinante &; sobre W; y una inmersion proyectiva J; : W; — P; = P(G}
asociado con un espacio vectorial G; de secciones de Z?.

Ahora, la aplicacion de restriccion r; : U; — W es regular, de modo que tenemos
aplicaciones J; or; : U; — P;. En M, tenemos el fibrado de linea fijo & y un iso-
morfismo de & con Z;, de modo que podemos ver los G; como espacios de secciones
de &P|y,, v estos se extienden holomoérficamente a todo M. En conclusién, tnemos
un espacio G = @, G; de secciones de $LLP sobre M, y, para cada punto [&] en
M, existe una seccién en GG que no se anula en &. Pero esto equivale a decir que
tenemos una aplicacién inducida

con J*(O(l)) = &P y tal que las aplicaciones J; o r; son las composiciones de .J
con las proyecciones a los factores individuales. Son funciones racionales en My y
regulares en Uj.

Para ver que J es un embedding usamos que H'(Hom(&,&’)(—1)) = 0. Esto
implica que si dos fibrados & y &’ son isomorfos al restringirlos a una Cj, entonces
son isomorfos en S. Por tanto, J es inyectiva porque lo son los J;. De forma similar,
tomando & = &', vemos que J es una inmersion.

Una observacion final es que podemos organizar el conjunto de superficies de forma
que tengan las propiedades deseadas para todos los espacios M; con j < k.

5.5. El argumento fino.

Lema 5.6. Sea J : My — P(G) la inmersion proyectiva definida por secciones de
P construida antes. Entonces:
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1. El grado de la imagen J(My) es independiente de la eleccion de las curvas C;.
2. Para k suficientemente grande,

((C]) = 3 des(T(My)).

Demostracion. Para probar 1 basta mostrar que si extendemos una coleccién de
curvas C1,...,C por otra Cp.q, entonces el grado de las inmersiones proyectivas
no cambia. Pero esto se sigue inmediatamente del hecho de que si una proyeccion
Pnts — P" se restringe a una subvariedad Q C P""* para dar una inmersién 7 :
Q) — P, entonces los grados de @) y de 7(Q) coinciden.

Probemos ahora 2. En primer lugar, definimos

¥ ={[A] € M} : H} #0} .

Supongamos por induccién que hemos escogido curvas C;, con i = 1,--- | [, en posi-
cién general y secciones g; en GG; cuyo conjunto de ceros es

20 = Z(gr,- ) = {[8] € My|gi(8) = 0,6 = 1,---1}
y tiene las siguientes propiedades

1. Zl(k) tiene la dimension correcta d — [,
2. Zl(k) M X tiene la dimension correcta dim > — [.

3. En un abierto denso de (M \ X) N Zl(k) los ceros de g; son transversos.
4. Para todos los espacios de moéduli M; con ¢ < k, los conjuntos

Z\) = {[&] € My|g;(8) =0.j=1,---1}
tienen dimensién dim M; — .

Para pasar de [ a [+1 notamos que, como variedades cuasiproyectiva, todos los Zl(i)

y Zl(k) N ¥ tienen una cantidad finita de componentes. Tomemos un punto en cada
componente, es decir, un conjunto finito de fibrados &,. Entonces, por el teorema
de Mehta—Ramanathan, podemos tomar una curva C;;; tal que todos los &, son
estables en C},1. Por tanto la seccion genérica de hiperplanos de P, induce una

seccién g;11 que no se anula en ningin &,; entonces los conjuntos Zl(jr)l no contienen

ninguna componente de los Zl(z), y se sigue que tienen la dimension adecuada. Por
tanto, por inducciéon podemos tomar un conjunto de curvas C',...,Cy y secciones
g1, -+, gq tales que el conjunto de ceros comuin en M, es un conjunto finito de puntos
{E,}, ninguno contenido en ¥ y con las propiedades de posicién general 1-4.

Ahora, por una parte podemos extender esta coleccion de curvas, si es necesa-
rio, para obtener una inmersion proyectiva de M. Las g; representan secciones de
hiperplanos de J(Mjy) y el nimero de puntos en la interseccién, contados con mul-
tiplicidad, representa el grado de J(Mjy) si no hay “ceros en el infinito”; esto es, si
no hay ceros comunes de todos los g; en J(My) \ J(My). Por otra parte, cada g;
representa una seccion del fibrado &Z; y sus ceros dan una variedad de codimension
2 V;. La interseccion M, NV N --- N Vy es por construccién un conjunto finito de
puntos {4, }.

Finalmente, para probar la igualdad de gx(h) con deg(J(My)) tenemos que probar
tres cosas:

1. Que las multiplicidades con las que contamos los puntos, ya sean como in-
tersecciones en el espacio proyectivo o en el espacio de conexiones, coinciden.
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Esto es cierto porque la multiplicidad local coincide con la multiplicidad de
cualquier deformacion transversa.

2. Que si perturbamos la métrica y V¢, todos los nuevos puntos de interseccion
son cercanos a los A,,.

3. Que en espacio proyectivo P no hay ceros comunes de los g; en J(Mj)\ J(My).

Empezemos por ver 3. Supongamos que por contra existe un cero en J(My) \
J(My). Entonces podemos hallar una sucesién de fibrados holomorfos &, en S sin
subsucesiones convergentes pero con todos los ¢;(&,) tendiendo a 0 cuando « tiende
a 00. Tomando las conexiones ASD A, correspondientes, podemos aplicar el teorema
de compacidadd y, sin pérdida de generalidad, suponer que A, tiende a una conexion
limite A en el complemento de un conjunto finito de puntos {x,}. La conexién
limite tiene clase de Chern | < k y hay como mucho k—I puntos en {z, }. Ahora, para
cualquier curva C; que no contenga a ninguno de los puntos de {z,} la restriccién
de las conexiones converge en C'; se sigue que para cualquiera tal 7, g;(As) = 0.
Pero hemos visto que los ceros multiples de las g; en los espacios de moduli con clase
de Chern menor son de la dimensién adecuada, de modo que si d; es la dimension
compleja de M; debemos tener

d+2(k —1) > d =4k — 3(1 4 p,).
Ahora, tenemos el siguiente lema

Lema 5.7. Ezisten constantes By y By tales que para todo k,
dim ¥ < 3k + B1k'% 4 B,.

Por tanto, la dimensién de ¥ crece mas lentamente que la dimension virtual de
M. Por tanto, para k grande (digamos, mayor o igual que un kg) el espacio de
moduli tiene la dimension correcta. Definimos entonces

D = maxdimc¢ M;.
J<ko

Por tanto, si 2k > D + 3(1 + p,), la desigualdad anterior no puede darse, de modo
que se cumple 3. Finalmente, el mismo argumento muestra que para una sucesion
de métricas g* — g y de secciones g — g;, los ceros comunes en el méduli M;(g(®)
convergen a las A, verificando la propiedad 2. O
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