OPERADORES ELiPTICOS EN VARIEDADES

GUILLERMO GALLEGO

1. ESPACIOS DE SOBOLEV EL TORO

1.1. Funciones peridédicas. Sea & el espacio vectorial complejo formado por las
funciones R™ — C™ de clase C*° que son 27w-periddicas en cada variable. Analoga-
mente, podemos pensar en &P = C*(T",C™) como el espacio de las funciones de
clase C* con valores en C™ definidas sobre el toro T" = R"/(27Z)™. El producto
hermitico en C™ definido por

UV = Uy + -+ UV,

induce un producto hermitico en &: para dos funciones p, 9 € 9P definimos ¢ - ¥
como la funcién tal que ¢ - ¥ (z) = ¢(x) - (). Denotamos por |¢| la funcién (con
valores en R) tal que

ol = - .
El espacio & es naturalmente un mdédulo sobre el anillo C*(T", C) de las funciones
2m-periddicas R™ — C mediante la accién

(1 om)f = (orf, o omf).

(Es, de hecho, un médulo libre, # = C>°(T", C)™).
Llamamos R = [0, 27]" al cubo n-dimensional de lado 27 y definimos el producto

L? en & como X
(P, )12 = W/RSO'W

Definimos también la norma L? como

lillzs = mmszéﬁémjm.

Mas generalmente, podemos definir la norma LP como

oo = (s 1)

Finalmente, consideraremos también la norma infinito,

ol = sup e .
R

1.2. Series de Fourier. Sea p € Py £ = (&, ,&,) € Z". Se define el £-ésimo
coeficiente de Fourier g, € C™ de ¢ como

1 )
— —m-fd
e = gy /R p(r)e x,

donde = - & = x1&1 + - - - + 2,85,

Proposicién 1.1. La serie de Fourier Zg peeS converge a ¢ uniformemente.
1
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Demostracion. En primer lugar, notese que
0 ’ 0
2 (peiee) = 27 -
8xj 8x]~

Por tanto,
. 0 ‘ o .
) —ix-& —_ . —tx-§\ i 711-5'
/R §jpe /R o, (e %) L 0,°

El primer término de la suma se anula por ser @e ™% una funcién periédica, de

modo que obtenemos
/ pe Tt = i a—(pe_”'gdzzc.
R & Jr Ox;
Maés generalmente, por un procedimiento andlogo tenemos que, para cada entero
k > 0 existe una constante C} que depende de ¢ y de sus derivadas parciales hasta

orden 2nk tal que

Ch
lpe] < =

(Hgﬂéo Sj)%'

De aqui se sigue que existe otra constante, que, en un abuso de notacién, también
denotamos por CY%, tal que

o
|90£| < m

Basta probar entonces que la serie » (1 + |€])~* converge. Para ello, se considera
el conjunto

8 = {¢:max|g| = 5}
El ntimero de elementos de S; es a lo sumo 2n(2j + 1)"~! y, para cada £ € S;, se
tiene que |[£° > 2, de modo que

s; = Z(l 4 ’£‘2)*k < 2”(27 + 1)7171(1 +j2)7k < Cjn7172lc’
565]'

para j > 1, donde C' es una constante que solo depende de n. Ahora,

[e.9] [e.9] 1
2\ —
DN =1+ s 1O
j=1 i=1

3

de modo que la serie converge para 1 4+ 2k —n > 1. Escrito de otra forma, tenemos
que la serie converge si

i [2]

donde los corchetes denotan la parte entera. Basta tomar entonces k > [n/2] + 1
para demostrar que la serie de Fourier Zg cpge“'f converge uniformemente.

Falta probar ahora que la suma de esta serie coincide en efecto con la funcién de
partida (. Denotemos por ¢ = Zg pee¢ la suma de la serie de Fourier y definamos
=9 —p Sea P =3 yace™, conag € C™y [{] =& + -+ &, un polinomio
trigonométrico. Entonces, como ¢ y ¢ tienen los mismos coeficientes de Fourier,

tenemos que
/ Y- P=0.
R
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Por otra parte, para cualquier ¢ > 0, por el teorema de Stone-Weierstrass debe
existir un polinomio trigonométrico P € 2 tal que || — P|| < e. Por tanto, la
desigualdad de Cauchy—Schwarz implica que

> 1 | () — _
H¢||L2—W/R¢-¢—’W/Rw (¥ P)’ <[ Yllp2 ¥ = Pl < 9l 2 €

Concluimos entonces que ||w||ig < € para todo € > 0, con lo que ¢ = 0. O
Una consecuencia inmediata de este resultado es la identidad de Parseval:
2 2
lellz = leel*.
i3
En efecto,
/ o =3 [ peste™ O = Cny el
3

1334
ya que f027r =)y = G
Para concluir este apartado, el desarrollo en serie de Fourier de las funciones
de & nos informa sobre cémo actiian las derivadas parciales sobre éstas. Dado un
multiindice o = (o, - -+ , ;) € N™, denotamos por D® el operador
olal
(83’:1)061 . (8xn)an’

con [a] = aq + -+ + a,. Tenemos entonces que, para ¢ € P,

Dagﬁ — D~ ngezxg _ Z(SQSOg)eixf,
3

3

D=

con £* = £t Eon,

1.3. Espacios de Sobolev. Sea & el conjunto de las aplicaciones Z™ — C™, de
modo que denotamos un elemento u € § como u = {u¢}, para ue € C™. Para cada
entero s, definimos el espacio de Sobolev L? como

L? = {u €S Z(l + 1€17)% Jue]? < oo}.
13

De la desigualdad de Cauchy—Schwarz, se sigue que

D (L) Pug | < (Z(1+ €% |U§|2> (Z(1+ 1k |vg|2> ,

3 ¢ §
de modo que podemos definir el producto interno

(w,0) 2 = Y (14 [€) ugve.

3

La norma asociada es
[ull 2 =/ (u, w) 2.
De la desigualdad anterior se sigue también que (u,v),;, < cosiu € L} y v € L.

Como L? es simplemente un espacio [? en Z" con la medida definida por la medida de
conteo multiplicada por el peso (1+ [£ |2)5, se sigue que L? es un espacio de Hilbert.
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La convergencia uniforme de las series de Fourier garantiza que la aplicacion
P — & que a cada funcion 27-periddica ¢ le asigna los coeficientes de su serie de
Fourier {p¢} es inyectiva, lo que permite identificar & con un subespacio de §. La
forma de actuar de las derivadas parciales sobre las funciones de 9 nos permite
extender los operadores D® al espacio & mediante la férmula

(D%u)e = (§"u)e.

Estas observaciones nos permiten entender los diferentes espacios de Sobolev co-
mo «series formales» de Fourier, con ciertas propiedades de sumabilidad, que, co-
mo veremos a continuacion, también pueden interpretarse como propiedades de
«derivabilidad».

En el siguiente teorema reunimos algunas de las propiedades més importantes de
los espacios de Sobolev.

Teorema 1.2.

(1) Dado un entero s > 0, existen dos constantes Cy y Cy, que como mucho
dependen de s y n, tales que

Crllelle < Y IID%lle < Collellyz s para toda o € 2.
o]0

Mds aiin, para s = 0 tenemos ||¢|| . = ||<p||L%. En otras palabras, la norma L?
es equivalente a la norma definida por 3 p1_o [[D¢|l 12
(2) Sit < s, entonces ||ul|, < ||ull,, de modo que L? C L}. Esto permite definir el
siguiente subespacio de &
L, =JL.

SEZL

3) P es un subespacio denso de L? para cada s € 7.
D s P
(4) Dado t € Z, la aplicacion lineal

Kt S — &
ue — (1 + \512)%5

define una isometria L? — L?_,, (esto es ||ul|;. = HKtU||L272t) cuya inversa
es K=t Ademds, K' envia PP a P. Si o € P yt >0, entonces

n t
" 0?
i=1 3

Mads aun, para cualesquiera s,t € 7, se tiene que
t t
<U, U>S = <'U/, K (U>sft - <K u, /U>sft )

para u,v € L.
(5) (Desigualdad de Schwarz) Siu € L2,, yv € L?_,, entonces

s—t’

(0] < Dl e, lolle

t
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(6) Siue L2,,, entonces

‘<uvv>L§
ullee = sup

vEL?_,, v#£0 HUHLEHf

(7) (Desigualdad de Young) Dados tres enteros t' <t <t" y une > 0, eziste una
constante C'(g) > 0 tal que

2 2 2
lullze < ellullzs, +C ) fullys, ,

para todo u € L2.

(8) D* es un operador acotado de L?

Stla] @ L? para cada s, de hecho

D%l < s,

para cada u € Lgﬂa].

(9) Sea w € C=(T™,C). Dado un entero s, existen constantes Cy,Cy > 0, con Cy
dependiendo solo de s yn y Cy dependiendo de s, n, w y las derivadas de w,

tales que
lwepll g2 < Cyllwll 1@l 2 + Collell 2 -

En particular, existe una constante C' que depende de w, s y n tal que

”WSDHLg <C HSOHLg )

de modo que la multiplicacion por w se extiende por continuidad a un operador
acotado en L2. En otras palabras, L? es a su vez un mddulo sobre C*°(T", C).
(10) Sea w € C=(T™,C). Dado un entero s, existe una constante C > 0 tal que

(wu, U>Lg — (u, W*U>L§ < C(H“HLg ||U||L§71 + HUHL§71 ||U||L§)
para cada u,v € L?. Para el caso s = 0, tenemos de hecho que
(wu,v)Lg = (u,w*v)L%.

Observacion. Las propiedades (1), (2) y (3) nos permiten ver los espacios de Sobolev
como auténticos espacios de funciones. Asi, como & es denso en L7 y la norma LZ
coincide con la norma L? de 2, podemos entender el espacio L2 como la completacién
de & con respecto de la norma L% Este espacio es el espacio L*(T",C™) formado
por las funciones R" — C™ que sean 27w-periddicas y de cuadrado integrable, esto
2 .

es, tales que f R |p]” < 0o. Ahora, observemos que, integrando por partes, podemos
comprobar que, para @, € P,

/R oD% = — /R Do,

Esto nos permite generalizar la nocién de derivada para funciones en L?. Asi, si
¢ € L?, definimos la derivada débil de o, como aquella funcién D%p que satisface la
igualdad anterior para cualquier «funcién test» ¢» € L. La funciéon D%y corresponde
precisamente a la serie formal D% = {£%p¢} € &, y podemos ver (para s > 0) los
espacios de Sobolev como subconjuntos de L?:

L2 = {(’p T — C™ . / |D0‘<,0|2 < 00, paratodo o € N con [o] < s} )
R
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Maés generalmente, aunque no los consideraremos en este texto, esta misma idea
permite definir diferentes espacios de Sobolev como subconjuntos de LP para p # 2
ys20,

L = {go T — C™: / |DYp|” < 0o, para todo o € N"| con [a] < s} :
R

Estos espacios, aunque son normados, ya no disponen de un producto hermitico, lo
que hace que no sean espacios de Hilbert, sin embargo, los espacios L? son espacios
de Banach (es decir, son completos).

Demostracion. Hacer. O

1.4. Cocientes incrementales. Si p € & es una funcién periodica, el &-ésimo
coeficiente de Fourier de la traslacion ¢(z + h) de ¢ por un elemento h € R" es
e, Asi, dados u € 8 y h € R", podemos definir la ¢rsalacidn de u por h como
el elemento

Th(u) = {e"ue} € 8.
Ahora, dados u € & y h € R” distinto de cero, llamamos el cociente incremental de
u determinado por h al elemento

En particular, si ¢ € &,

p(z+h) = p()
7l
Nétese que, si u € L2, entonces ||}, (u)||;2 = ||ull;2, de modo que T, : L2 — L2 es
una isometria. En particular, si u € L?, entonces también v € L2. De la desigualdad
2

et —1 r cos(h-&)—1 sen(h - €) | _ 2(1 —cos(h - £))
7] ] [A] ||”
_dsen®(5h- & (h-€)? 2
= TE S e S (L+[€)

se sigue que, si u € L%, entonces los u" estdn uniformemente acotados en la norma
L?%. De hecho, |[ut]|, < lull;> . Mas atin, el reciproco es cierto:
s s+1

Proposicién 1.3. Sea u € L? tal que HuhHL2 < C para todo h € R™ no nulo y para

cierta constante C > 0. Entonces, u € L2, .

Demostracién. Definamos, para cada entero N > 0, el elemento uy € L? como

(uw)e = {ug si || < N,

0  en caso contrario.

Basta probar que las [Juy||,z ~estdn uniformemente acotadas. Sea {ei,--- ,en} la
base estandar de R"™ y sea h = te;. Entonces,
; 2 ; 2
et —1 eltsi — 1
W‘ =l &]? cuando t — 0.
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Como, por hipétesis

eih-f -1

< C?,
I

> (L 1E) fug?

l§l<N

y la suma es finita, del limite anterior se sigue que
D+ [EP) uel 6] < €.
l§l<N
De modo que
2 2 2
huslle, = 7 (U4 (63 luel> < nk? + flul,
l€l<N

luego las ||uy|/;2 = estdn uniformemente acotadas, y por tanto u € L2, . O
s+1

1.5. Inclusiones de Sobolev. Las inclusiones de Sobolev nos permiten conocer
en qué casos los elementos de los espacios de Sobolev pueden ser representados por
funciones continuas y/o diferenciables.

Proposicién 1.4 (Sobolev). Sit > [n/2]+1 yu € L7, entonces la serie Y uge™*
converge uniformemente. Esto es, cada u € L?, para t > [n/2] + 1 corresponde a
una funcion continua.

Demostracion. Basta demostrar que la serie converge absolutamente, ) |ug| < oo.
Ahora,

D luel =Y (L IEP) TP+ 1E) fug)

lgl<N lgl<N
1/2 1/2
2\~ 2 2
< D+ D P fuel
[€l<N l€|<N
1/2
<[ SSasiert]| ol
l§l<N
Como ya vimos, la serie Y (1 + €]*)~* converge si y s6lo si t > [n/2] + 1. O

Corolario 1.5. Toda u € L?, cont > [n/2] + 1+ m, corresponde a una funcidn de
clase C™.

Demostracién. Sea u € L?, con t > [n/2] + 1+ m y con [a] < m. Entonces se sigue
del apartado (8) del Teorema 1.2 que D®u € Ltzf[a}. Ahora, como t — [a] > [n/2] + 1,
se sigue del Teorema de Sobolev que D“u corresponde a una funcién continua. Por

tanto, u es de clase C™. 0

Corolario 1.6. Sit > [n/2] + 1, entonces existe una constante C > 0 tal que, si
p € P, entonces

lelle < Cllell e
(0% < .
1D%llo < Cllellzz,
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Estos resultados pueden resumirse en las siguientes inclusiones, conocidas como
las inclusiones de Sobolev:

L? c C°(T",C™) para s> [n/2] +1
L? c C™(T",C™) para s > [n/2] +1+m,

donde C™(T™,C™) denota el conjunto de las funciones 27-periédicas R* — C™ de
clase C™ (en particular, cuando m = 0, son las funciones continuas). Una conse-
cuencia inmediata de esto es que

ﬂﬁ c C®(T",C™) =

1.6. Teorema de Rellich-Kondrachov. Terminamos la seccién con un resulta-
do acerca de la compacidad de las inclusiones entre los espacios de Sobolev.

Proposicién 1.7. Sea {w;} una sucesion de elementos de L? con |lul|,» < 1. Si
t

s < t, entonces existe una subsucesion de {u;} que converge en L?. En otras palabras,
el operador de inclusién L? — L? es compacto.

emostracion. Por hipdtesis wi|]? < 1. Para cada ¢ fijo, los elementos
Demost Por hipét (L1 [[ug

e la sucesién + ut|} estdn todos acotados por 1, de modo que la sucesién
del ion {|(1+ [¢]*)/?ut|} estan todos acotad 1, de modo quel
{(@+ ¢ “ug } tiene una subsucesion convergente en C™. Por un argumento dia-
gonal, podemos seleccionar una subsucesion {u’'} tal que la sucesién (1 + |§|2)t/ 2ué
converge en C™, para cada ¢ fijo. Afirmamos que {u’'} es una sucesién de Cauchy
y, por tanto, convergente, en L% si s < t. Sea ¢ > 0. Ahora,

o =y = D (L €) T (A+ 6) uf —uft
lEl<N
+ D AP A+ (€)' [uf —

[€|=N

2

2

La segunda suma esta acotada por

5— ji |2
NN (14 €1 (|

|€I>N

|+l

que es menor o igual que 4N26~% por la hipétesis. Como s — ¢t < 0, tenemos que
4N?=%) puede hacerse menor que £/2 tomando N grande, digamos N > Nj. La
primera suma esta acotada entonces por

ST P [l —ud]

|€]<No

y como sélo hay un numero finito de términos en esta suma y las sucesiones (1 +
‘5’2)t/2u? convergen para cada fijo £, existe una constante J > 0 tal que, si j; y Jjr
son mayores que J, entonces la suma es menor que /2. Por tanto, para j;, jx > J,
tenemos que ||u/i — u3k||ig <e.

O
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2.  OPERADORES EL{PTICOS EN EL TORO

2.1. Operadores diferenciales. Un operador diferencial (lineal) L de orden [
en C*(R™,C™) consiste en una matriz m x m con entradas L;; de la forma

l
« «

[a]=0

con las ag; € C*>°(R™,C), con al menos una ag; no idéndicamente nula para algunos

i,j y para algin « con [a] = [. Un operador diferencial L es periddico o un operador
en P si, ademas, las funciones ag; son periddicas.
Dados un operador diferencial perlodlco L y una funcién periédica ¢ = (1, ..., pm) €

<P tenemos que
j=1 J=1
Definimos el operador adjunto formal de L como el operador L* en & con
l

L= Y (=)D(a5)",

[a]=0

de modo que la i-ésima componente de L*p es

= > (=DFD((a5) e))-

j=1 [a]=0
Ahora
(L) -9 = Z iP5 Z Z a/szaSOJ (O Z Z D%p;(( 7,] ) Pi)"
ij=1 =1 \[a]=0 ij=1 [a]=

De modo que, integrando por partes

[z v=ne [ 33 g Do((a) )]

1,j=1 [a]=0

/Z Zsoz =0yl = [ awoi = [ o)

,J= 1 [OC

Tenemos entonces que, para ¢, € P, (L, V). = (¢, L*Y),.. Esta propiedad
explica el nombre de «adjunto» para el operador L*. La etiqueta «formal» se refiere
a que L* no es necesariamente el operador adjunto de L en algun espacio de Hilbert,
sino en principio sélo en .

Proposicion 2.1. Sea L un operador diferencial en P de orden | y sea s € 7.
Entonces existen constantes positivas Cy, K y Cy, con Cy dependiendo solo de n, m,
[ ys, con K una cota para los valores absolutos de los coeficientes de los términos
de orden superior en L y con Cy dependiendo de n, m, l, s y de los coeficientes de
L y sus derivadas hasta orden [, tales que

: SCIK lpllz , + Callolle

s+1—1
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para toda ¢ € P. En particular, existe una constante C5 tal que

”LSO”Lg < Cj HSOHLngl

para toda p € P, de modo que L se extiende por continuidad a un operador acotado

L:L2,— L2 para cada s.

Demostracion. La segunda desigualdad es una consecuencia de la primera y del
apartado (2) del Teorema 1.2. Para la primera desigualdad, el caso con m =1 (en el
que los coeficientes de L son elementos de C°(T", C)) se sigue directamente de los
apartados (8) y (9) del Teorema 1.2. Esto se generaliza a un m general mediante la
desigualdad || Lel|, < cte. 3, ; | Lijp;l 12, la constante solo dependiendo de m. [

Observacion. Si L es un operador diferencial en & de orden [ y w € C*(T",C),
entonces el operador M = wL — Lw, que actia de la forma My = w(Ly) — L(wep),
es de orden a lo sumo [ — 1. Por tanto, dado s € Z, existe una constante positiva tal
que

||M90||Lg < cte. H%0||L§+F )

1

para toda ¢ € .

Proposicién 2.2. Siw € C°(T",C) y L es un operador diferencial de orden | en
P, entonces existe una constante positiva tal que

‘ <L(w2u), L“>L§ — || L(wu) “ig

< cte.(lullgz,, llullzz,, ).

para todo uw € L2,

Demostracion. Se tiene que

(L(wu), L), — [ Llww)|2

< ‘(wL(wu), Lu) s — (L(wu), wLu)

+ ’(L(wu), (wL — Lw)u>Lg

+ )<(Lw — wL)(wu), Lu)

)

y la desigualdad se sigue de aplicar los apartados (9) y (10) del Teorema 1.2 y la
segunda desigualdad de la proposicion anterior al primer término y aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, el apartado (9) del teorema 1.2, la primera de-
sigualdad de la proposicion anterior y la observacién previa. 0]

2.2. Operadores elipticos. Sea L un operador diferencial de orden /. Podemos
escribir L en la forma

L=P(D)+---+ Fy(D),

donde P;(D) es una matriz m x m cuyas entradas son operadores diferenciales
Z[a]: ; ao D, homogéneos de orden j, y con las a, € C*(R™,C). Denotamos por
P;(€) la matrix obtenida al sustituir £&* por D* en P;(D), donde & = (&1,...,&,) €
R™. Decimos que L es eliptico en x € R™ si la matriz P() es regular en = para cada
& # 0. Decimos que L es un operador eliptico si es eliptico en x para todo x € R™.

Notese que la elipticidad es una condicién que depende tan solo de la parte de
orden superior de L. Notese también que L es eliptico en x si y soélo si

L(¢'u)(w) # 0
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para cada funcion v € C*(R",C™) tal que u(x) # 0 y para cada funciéon ¢ €
C>*(R",R) tal que p(x) = 0 pero dp(z) # 0, ya que para tales ¢ y u se tiene que

L(¢'u)(z) = P(D)(¢'u)(x) = P(dgls)(u()).

Como veremos mas tarde, este criterio permite generalizar la nocién de elipticidad
a operadores en variedades.

Veamos ahora la desigualdad fundamental de los operadores elipticos, de la que
se deduce toda la teoria posterior.

Teorema 2.3 (Elipticidad). Sea L un operador eliptico en P de ordenl y sea s € Z.
Entonces existe una constante C' > 0 tal que

lullyz, < Ol Lullys + ull,).

para todo u € L2 .

Demostracion. Basta probarlo para toda ¢ € &. Consideramos en primer lugar el
caso de un operador eliptico Ly en & con coeficientes constante, que consiste tan
solo en el término P(D). Si u € R™ con u # 0y si £ # 0, entonces, como Pj(§) es
no singular, tenemos \Pl(é’)u|2 > 0. Se sigue de la compacidad de la esfera unidad
en R" que existe una constante ¢ > 0 tal que ]Pl(f)u|2 > ¢ para cualesquiera u y &
con |u| = [£] = 1. De aqui se sigue que

[P(E)ul* = el¢ uf*.

Por tanto, para ¢ € &, se sigue que

IZoglize = Y IR (E)pel* (14 [6%)° = cte. D 11" [pel” (1 + I€]*)".
¢ ¢

Por tanto,

(Lol e + Il 22)* > [Lowlzs + lolze = Y lwel® (14 [€%)°(1 + cte. |¢[)
¢

> cte. Yy Jpel* (1+[¢*)"+ = cte. \s0|ig+l.
¢

Veamos ahora el caso de un operador periédico general L de orden [ y tomemos
p € T". Vamos a probar que existe un entorno U de p tal que la desigualdad se da
para todo ¢ € &P con soporte en U. Sea Lg el operador determinado por la parte de
orden superior de L evaluada en p. Se sigue de lo anterior que, para cada ¢ € &P,

Il 2, < cte([[Lopll e + el 2) < k(Lo 2 + 1[(Lo = L)l 2 + el 22)

para cierta constante K > 0. Tomemos un ¢ < 1/(2CK) para C dependiendo sélo
en, m,lystal que

IZels < CCh llellyz,, + Callglls

1

para toda ¢ € . En un entorno de p suficientemente pequeno los coeficientes de
mayor orden de Ly — L son menores que € en valor absoluto. Sea L un operador
eliptico en & que coincide con Ly — L en un entorno de p posiblemente contenido
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en U y cuyos coeficientes de orden superior son menores en valor absoluto que € en
todo punto. Entonces se sigue que, para ¢ € 9 con soporte en U,

o +lel)

< cte. | Ll + 5 llellyz,, + cte.llgll .,  +cte [lolls

el < cte- (I2lz + | 4

Aplicando la desigualdad de Young a ||¢|| L2, tenemos,

lollz,, < cte [ILegllys + 2l 2., +cte. ]l

Esto prueba el resultado para ¢ € & con soporte en U. Si ¢ € &P no tiene soporte
compacto, el problema se resuelve facilmente tomando una particién diferenciable
de la unidad. 0

Corolario 2.4 (Regularidad eliptica). Sea L un operador eliptico en P de orden l.

Supongamos que u € L? _, v € L? y que
Lu =w.
Entonces u € L.
Demostracidén. Basta probar que si w € L? y v = Lu € L3_1+1> entonces u €

L2,,. Sea un elemento no nulo h € R" y sea L" el operador que se obtiene de L
reemplazando cada coeficiente o por su cociente incremental o”. Entonces, para
© € Py, por continuidad, para u € L? __, se tiene que

L(u") = (Lu)" — L"(Tju).
Ahora, por elipticidad tenemos que
[l < CUL@ g, + [l )
<C [l +Co T, + O],
Ahora, como los coeficientes de L son funciones C'*° periédicas, sus cocientes incre-
mentales estan acotados uniformemente, lo que implica que
| M @) |2 < Co [ Thall s = Ol
donde C5 es una constante que no depende de h. Se deduce entonces que
H“hHLg < cte.||Lull, |+ cteJull

donde el lado derecho no depende de h. Finalmente, de la Proposicién 1.3 se tiene
que u € L2, . U

2.3. Descomposiciéon asociada a un operador eliptico. Supongamos que L

es un operador eliptico en & de orden [. Como ya vimos, el operador L se extiende

por continuidad a un operador L : L? s L? para cada s. Llamamos %, = ker(L :
2 2

Lin = L. | o
En primer lugar, vamos a demostrar que # es un espacio vectorial de dimension

finita. En efecto, la elipticidad garantiza que, para u € L? e
lullyz,, < ClLullys + ull2).
Ahora, si Lu = 0, entonces tenemos que

lullz, < Clul

L2:
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. .-, 2
Por otra parte, si {u;} es una sucesién de elementos en L7, con ||uz~||L§+l <1, el
teorema de Rellich-Kondrachov garantiza que existe una subsucesién convergente

en L2. Pero entonces la desigualdad anterior garantiza que la subsucesién es, de
hecho, convergente en la norma L2, ;. Esto demuestra que la bola unidad

B,={ue L2 lulle, <1}

es un conjunto compacto. Por tanto, dim #Z; < oco.

Otra propiedad importante es que la imagen de L : L? = L? es un subespacio
cerrado de L2. En efecto, supongamos que {u;} es una sucesién en L2, con Lu; =
v; — v en L2. Por la continuidad de L, basta ver que {u;} tiene una subsucesién
convergente en L? - Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Lu; # 0 para
todo i. Podemos asumir también (sustituyendo u; por u;/ ||u;|| L2, Sies preciso) que

la sucesién {u;} estd acotada en L2,,. Entonces, como por el teorema de Rellich—
Kondrachov la inclusién L? = L? es compacta, podemos extraer una subsucesién
convergente en L2. Como, por la elipticidad,

lwi = wjll 2, < O = fillz + llw = wyll ),

tenemos que {u;} de hecho converge en L2, ;.

Nétese ahora que la funcién 0 pertenece a & y por tanto a todos los L2. Se deduce
entonces de la regularidad eliptica que si Lu = 0 entonces u € L? . para todo s €.
Por tanto, u es una funcién periédica de clase C* ya que u € |J, L? = P. Tiene
sentido entonces hablar del espacio #Z = #, para todo s € Z.

Teorema 2.5. Sea L un operador eliptico en &P de orden | tal que L* = L. Entonces
existen aplicaciones lineales

PP —P
G: P —P

tales que

(1) P(P)=H =ker L, y dimF < 0,

(2) LoG4+P=GoL+ P =idg,

(3) P y G son continuas en la norma L?,

(4) existe una descomposicion ortogonal con respecto al producto L?

P=FHDOGCoL(P)=F & LoG(P).

Los elementos de Z reciben el nombre de funciones L-armoénicas. La aplicacion G
recibe el nombre de operador de Green.

Demostracion. En primer lugar, vamos a demostrar que L induce una aplicacion
lineal continua y biyectiva
.gpl Lo
L. — I,

donde #Z*+ denota el espacio
H = {u € L?: {u,v),, = 0 para todo v € %’}

En efecto, la aplicacién es claramente inyectiva por la definicién de #** y, como
la adherencia de L(L?) es igual a ker(L* : L2 — L?)t = Z+0 y L(L?) es cerrado,
tenemos que L es sobreyectiva.
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Ahora, como L : '+ — 10 es un isomorfismo lineal continuo, tiene una inversa
) )
Gy — IH.

Esta Gy puede extenderse a todo L? si ponemos Go(u) = 0 para u € #. Por otra
parte, como L? C L?, obtenemos una aplicacién Gg : L? — L?. M4s atin, si llamamos
P a la proyeccién ortogonal (respecto del producto L?) de & a &, entonces tenemos
que

id@:P+LOG0:P+GOOL.

Como Go(P) C P, podemos definir G = Gy|», que, junto con P, claramente satis-
face las tesis del teorema. 0]

2.4. Reduccion al caso peridédico. Sea V' C R™ un conjunto abierto. Denota-
mos por C§°(V,C™) el espacio formado por las funciones V' — C™ de clase C*® y
tales que tienen soporte compacto contenido en V. Este espacio admite un producto

hermitico L? de la forma
1
(u,v) = / u- .
(2m)™ Jgn

Si L es un operador diferencial de orden [ en C*°(R",C™), podemos definir un
adjunto formal L* para el operador L con respecto al producto L? en C5°(R™, C™),
de forma completamente andloga a como hicimos antes: si L;; = ) ag; D”, entonces
Li; = > D%(a5;)".

Por otra parte, si ademds V es tal que su adherencia V esté contenida en un cubo
de lado 27, entonces, extendiendo por periodicidad, podemos identificar C§°(V, C™)
con un subespacio de P. El producto L? en C5°(V,C™) coincide con el producto
inducido en este espacio como subconjunto de & y, por supuesto, también con el
producto de Sobolev L2.

Consideremos ahora un operador eliptico L de orden [ en C*°(R", C™). Afirmamos
que para cada punto p € R™ existe un entorno V' de p y un operador eliptico L tal
que L coincide con L en V. En efecto, llamemos Ly al operador determinado por
los coeficientes constantes af;(p) obtenidos de evaluar los coeficientes af; de L en p.
Entonces, como L es eliptico en p, existe algin ¢ > 0 tal que cualquier operador
cuyos coeficientes bf; cumplan que

!bfj(a:) — af‘j(p)‘ <e

para cualquier x € R", es eliptico. Asi, consideremos U un entorno de p contenido
en un cubo R de lado 27 y tal que para todo x € U se cumpla

a?j(x) — a%(p)’ <e.

Consideremos también V' C U un abierto tal que V C U. Tomemos ahora ¢ €

C*>®(R™, C™) es una funcién con soporte en U tal que 0 < ¢(z) < 1 para todo
z € R™ y tal que ¢|y = 1. Entonces, el operador

oL+ (1—¢)Lo

es eliptico en todo R™ y, como tiene soporte en U C U C R, puede extenderse por
periodicidad a un operador eliptico periédico L que coincide con L en V.
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Este operador L nos permite obtener una propiedad adicional sobre el operador
adjunto formal L*: siu € L2y p € C5°(V,C™), entonces

<Lu’ SD>L2 - <u7 L*90>L2 :

En efecto, por la densidad de & en L2, podemos tomar una sucesion ¢; — u en L2
con las ¢; € . Entonces,

<Z¢j,<ﬂ>Lz = (L, )12 = (U5, L)

Por tanto,

(<Eu, g0> ~(u, L*¢

= [(Ew=w),0) , = (=15, L"0)
[

te llu = yllga lells o+ llu = slla 1270l 2

que converge a (0 cuando 7 — oo.
Finalmente, dados dos elementos u,v € L?, decimos que u y v coinciden débil-
mente en V' si

IN

lolle o+ e =l 1270l

IN

<U - U7¢>L2 = 07
para toda ¢ € C§°(V'). Decimos que un operador diferencial periddico L tiene soporte
en V si los coeficientes de L pertenecen a C°(V,C™) C &P. Ahora, si L tiene soporte
en V y si los elementos u,v € L? coinciden débilmente en V', entonces

Lu = Lv.

En efecto, por el apartado (6) del Teorema 1.2, basta ver que (L(u —v),¢);. =0
para toda ¢ € . Pero esto es claro porque

<L(U - ’U), 90> = <(u - U)’ L*90> =0,
ya que L*p € C5°(V,C™) y, por hipdtesis, u y v coinciden débilmente en V.

3. OPERADORES ELIPTICOS EN VARIEDADES

3.1. Espacios de Sobolev en variedades. Sea X una variedad diferenciable
compacta de dimension n y £ — X un fibrado vectorial complejo sobre X. Sea i
un recubrimiento por abiertos de X tal que, para cada U € i, existe un difeomor-
fismo ¢y : B — U, con B C R" la bola unidad. Consideremos ahora una particion
diferenciable de la unidad {py } ., subordinada al recubrimiento 4. Para cada abier-
to U C X, denotamos por I'(U, E) el conjunto de secciones diferenciables de E y por
[y (U, E) el conjunto de secciones diferenciables de £ con soporte compacto en U. Si
U € i, como py tiene soporte compacto en U, tenemos una aplicacién sobreyectiva

[(X,FE) —To(U,FE)
S —> pus.
Por otra parte, como ¢y es un difeomorfismo, tenemos un isomorfismo
o U E) — C*(B)"
donde r es el rango de F, que desciende a un isomorfismo
wp : To(U, E) — C°(B)".
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Ahora, vimos que de forma natural C§°(B)" C C*(T™)". Por tanto, para cada
U € i, tenemos una aplicaciéon sobreyectiva

(X, E) — C™(T")"
s —> @y (pus)-
Definimos entonces la norma L3 de s € T'(X, E) como
||3||L§(E) = Z ||7TU(S)||L% :
Ued
Llamamos L%(E) a la compleccién del espacio I'(X, E') con respecto de la norma
L. La aplicacién 7y se extiende por tanto a una aplicaciéon mpy : Li(E) — L3
continua. Mas ain, podemos definir la aplicacién
m: LA(E) — L3,

donde, si s € L(E), definimos 7(s) como 7« (s), donde U* € 4l es tal que

o= ()1l = mix {lmor ()l } -
Esta 7 es claramente biyectiva y, de hecho, define un homeomorfismo. En efecto, si
K= 4],
Lllsllzm < 17z < lsll o -
Inmediatamente de este hecho deducimos las inclusiones de Sobolev globales
L}(E) CT%X,E) para k > [n/2] + 1
L}(E) CT™(X,E) para k > [n/2] + 1+ m,
donde I'*( X, E') denota el conjunto de las secciones de E de clase C™ (en particular,

si m = 0, son las secciones continuas) y el teorema de Rellich-Kondrachov: las
inclusiones L?(E) < L?(E), para s < t, son compactas.

3.2. Operadores elipticos en variedades. Si E'y F' son dos fibrados vectoriales
complejos sobre X de rangos r y s, decimos que una aplicacion lineal

L:T(X,E) —T'(X,F)

es un operador diferencial de orden [ si, para cada U € 4, el operador L definido
por el siguiente diagrama

I(X,E) —:— (X, F)

R
Cx(Ty —L Cx(T)"

es un operador diferencial de orden [. Decimos que L es eliptico si L es un operador
eliptico para cada U € 4.

Tenemos entonces que un operador eliptico de orden [ puede extenderse a un
operador L : L7, ,(E) — L;(F) y que cumple la desigualdad fundamental

Islliz, oy < Msllugmy + 125l iz e -

k41

En efecto, esto es claro porque

1Esllzm) = D Iru(Ls)l; = 3 | Zru(s)]

Ueu Ueu

,
Ly
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Finalmente, vamos a dar una caracterizacién independiente de un operador elipti-
co. Sea L : I'(X, E) — I'(X, F') un operador diferencial de orden k. Fijos (z,§) €
T*X, con £ # 0, definimos el simbolo de L en £ como la aplicacién lineal

op(§): B, — F,
vi— L (goks) (x),

con s € I'(X,FE) tal que s(z) = vy ¢ € C®X) tal que p(z) = 0y dp(z) = £.
Ahora, si s € T'(X, ) es una seccién con soporte compacto contenido en un abierto
U, entonces

L(¢*s)(x) = my(L(¢"s))(x) = Lmu (o")mu(s))(2).

Como ya vimos, L es eliptico si y sdlo si L(my(¢*)my(s))(z) # 0, por tanto, L es
eliptico si y sélo si o, (§) es un isomorfismo.

Una consecuencia de estos resultados es que la descomposicién asociada a un
operador eliptico también se cumple en el caso de variedades y la demostracion es
exactamente igual. Asi, si L : T'(X, E) — I'(X, E) es un operador eliptico de orden
k tal que L* = L, entonces existen aplicaciones lineales

P:T(X,E) — (X, E)
I'(X,E) — I'(X, E)

tales que
(1) P(I'(X,E)) =ker L y dimker L < oo,
(2 LOG—FP:GOL—{—P:idF(X,E),
(3) Py G son continuas en la norma L?
(4) existe una descomposicién ortogonal con respecto al producto L?,

DX, E)=ker L& Go L(I'X,E)) =ker L® Lo G(I'(X, E)).

S— N N

3.3. Complejos elipticos. Sean FEjy, F1,..., Ey fibrados vectoriales diferencia-
bles definidos sobre una variedad diferenciable compacta X y supongamos que existe
una sucesion L, de operadores diferenciales, de un orden fijo k,

D(X, Ey) —25 T(X, By) —2 D(X, By) —— -+ 2574 T(X, Ey).

Asociada a esta sucesién, para cada (z,&) € T*X, con £ # 0, tenemos una sucesiéon
de simbolos

OLN_1 (\5)

ng > e Evi.

Decimos que la sucesion L, de operadores diferenciales es un complejo de cadenas si
LioL; 1 = 0. Mas atin, decimos que es un complejo eliptico si la sucesion asociada de
simbolos es exacta para cualesquiera (z,£) € T*X, con £ # 0. Definimos los grupos
de cohomologia de un complejo de cadenas como

ker L,
im Lq,1 ’

HY(L,) =

Si L, es un complejo eliptico, definimos sus operadores laplacianos como

Al =LiLj+ Lo Li_y : T(X, Ej) = (X, Ej),
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para 7 = 0,1,..., N. Es facil probar ahora que los operadores Af‘ son elipticos de
orden 2k y autoadjuntos. Tenemos entonces la existencia de operadores de Green
G y de descomposiciones

[(X,E;) =ker Al*® LIL;G,T(X, E;) ® L L_G,T(X, E)).

Proposicién 3.1. Sea s € I'(X, E;). Entonces Af's =0 siy solo si Lis =0y
L; s =0. Ademds, Pj1L; = 0.

Demostracion. Supongamos que Af‘s = 0. Entonces
Le _ * *
(Al=s,s) = (LiLjs+ LjL}_;s, 3>L2(E]_)
= <L;LJ'87 8>L2(Ej) + <LJ‘*1L;*18’ S>L2(Ej)
= <L]87 LjS>L2(E]'+1) _|— <L;_1S’ L;_18>L2(Ej_1)
= ||Ljs||L2(Ej+1) + HL;—13HL2(EJ~,1) =0.

Por tanto, Ljs =0y Lj_;s = 0.
Para ver la otra afirmacién, basta probar que (Pj1Lj;s, t)LQ(EjH) = () para cuales-

L2(Ej)

quiera s,t € I'(X, E;). Pero Pj4; es una proyeccién en un espacio de Hilbert y por
tanto es autoadjunta, tenemos entonces

(Pir1Ljs,t) o, ) = (Lis Piat) o,y = <5,L;Pj+1t>L2(Ej) =0,
ya que Pt € ker Af}rl. O

Teorema 3.2. Si L, es un complejo eliptico, entonces H1(L,) = ker AqL'. En con-
secuencia, dim H(L,) < 0.

Demostracion. Sea
® : ker L, — ker Ag'
s — Pj(s),

donde P; es la proyeccién ortogonal sobre ker A]L‘. De la proposicion anterior, tene-
mos que P es sobreyectiva. Basta probar entonces que ker ® = im L,_;. Para ello, si
s € ker L, y Pj(s) =0, entonces

S = PJ(S) + L;LjGjS + LjflL;_lGjS = LjflL;_lGjS € im Ljfl,

ya que L;G; = G L;.
Veamos que, en efecto, L;G; = G,+1L;. Basta probarlo en (ker AjL')L = imA;.
Es decir, basta probar que L;G;A ;¢ = Gj11L;Ajp. Ahora,

Lip = Pia(Ljp) + Gira(Bjia L) = PpaLjo + G LiAjp.
Por otra parte, ¢ = G;Ajp, de modo que
Lijp = L;iGAjp.
Tenemos entonces
(L;Gj — Gjr1Lly) (D) = P Ljp =0,

como queriamos probar. ([l



OPERADORES ELIPTICOS EN VARIEDADES 19

Ejemplo 3.3. Consideremos X una variedad diferenciable compacta, 7 X su fibra-
do tangente, y QF(X) = ['(X, A*T*X ® C) el espacio de las k-formas diferenciales
con coeficientes en C (podriamos tomar también coeficientes en R). La diferencial
exterior da una aplicacién d : Q¥(X) — QF1(X) que es, de hecho, un operador
diferencial de orden 1, ya que

Ahora, el simbolo asociado a d en un punto (x,§) € T*X, con £ # 0 es
oa(&) : NFTFX — AFPITF X
v — d(pw),,

con w € QF(X) tal que w, = vy ¢ € C°(X) tal que p(z) = 0y dp(x) = £ Por
tanto,

0a(§)(v) = d(pw)e = (d(p) Aw — pw)s = (§Aw)es =E A0
Por tanto, el complejo de de Rham

co L O LX) —s OF(X) —4 OFPH(X) —4s ..

es un complejo eliptico, ya que, para todo (z,&) € T*X, con £ # 0, la sucesién de
simbolos asociada es exacta
EN— k—1r* EN— ks EN— k+1r% EN—
e ——= NVTX —— NI —— ATTTX ———
De modo que si definimos los d-laplacianos
Ay =d"d+dd",

tenemos que

HY (X, C) = ker Ay.



