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Mecanica newtoniana
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m Posiciones: x € R3N
m Velocidades: x € R3N

m Estado del sistema mecénico: (x, x) € R®N

Guill

Principio de determinacién

Si conocemos el estado de un sistema mecdnico a tiempo t,
entonces lo conocemos para todo tiempo anterior y posterior.

Consecuencia matematica:

Ley de Newton
JF : RN — R3N tal que X = F(x, x).

F «define» al sistema mecanico.



Limitaciones del Principio de determinacién
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de la

Mecanica Fisica estadistica.
lasi H . % ’
o m Soluciones muy complicadas. «Solucién»: Teoria del caos.

Guillermo . . . ., .
m Principio de indeterminacién de Heisenberg: «No es
posible conocer x y x simultdneamente». «Solucién»:

Fisica cuantica.

Figura : Este Heisenberg no es
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m No nos gustan las ecuaciones de orden 2. Preferimos un
sistema de orden 1.

m Cambio:

y=F(xy)
m La ecuacidn diferencial tiene asociada un campo:

X = (y, F(x,y)) que es el generador infinitesimal de un
flujo ¢¢(x, y) en ROV, que se denomina flujo de fases.
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m Supongamos que existe una funcién H(x, y) tal que:

__ OH
(%,
F(th):_a

m En tal caso

I = —F(x,y)x+yy = —F(x,y)y + yF(x,y) =0y las
6rbitas seran de la forma H(x,y) = E con E una
constante.



Variedades
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Figura : El gedgrafo y el naturalista. Adriaen van Stalbent. Finales
del siglo XVI - Principio del siglo XVII. Oleo sobre tabla, 40 x 41 cm.




i Por qué usar variedades?
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m Teoria de la relatividad general — En general vivimos en

un espacio-tiempo curvo.
m Las ligaduras del sistema restringen el movimiento de R3V
a una subvariedad suya, por ejemplo:

m El péndulo simple: St.

m El péndulo esférico: S.

m El sélido rigido: R® x SO(3). (Fun fact: SO(3) ~ P3).



Espacio de configuracién
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Las ligaduras «buenas» (holénomas), son restricciones (las
suponemos independientes) de la forma:

fi(x) =0

fi(x) =0

m Por el teorema de la funcién implicita, las ligaduras definen
una variedad diferenciable M de dimensién m = 3N — r.

m En fisica, esta variedad se llama espacio de configuracion y
a su dimensién grados de libertad.



Coordenadas generalizadas
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Dominio de coordenadas: U C M abierto.

Parametrizacién: ¢ : R™ — U difeomorfismo.
Coordenadas generalizadas: g = =1 : U — R™.
Velocidades generalizadas: ¢ : T;M — R™.
Estado: (q,q) € TM.

Trayectoria en M:

v:R — TM
t o (q(t), a(t) = 4(t))



Mecdnica lagrangiana
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S : {Trayectoriasen M} — R
v o+ [ L(q(t),4(t))dt

Principio de minima accién

Las trayectorias reales son las que cumplen §5(y) = 0.

Ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL .
E(a—ql>—a—ql—0, /—1,...,m



Momentos candnicos conjugados

Fundamentos
geométricos
de la
Mecanica
clasica

m Sistema natural: L(q,q) = T(q,9) + V(q), con
T(q.q) =>_7_1 2i()Gig;-

m Momentos candnicos conjugados:
pi(q,q) = %,- = ijzl aj(q)g;. Por tanto:
pi(q) : T¢4M — R es una forma lineal en T,M.

m pi(q) € (TgM)* = NY(TgM).

= (q,p(q)) € NY(M) = T*M




Espacio de fases
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Espacio de fases: V = T*M = A'(M). Es una variedad de
dimensién 2m.

Coordenadas generalizadas: g = (qu, ..., gm) € M.
Momentos canénicos conjugados: p = (p1, ..., pm) € TqgM.
Estado: (g, p) € V.

Trayectoria:

vV

y:R —
t — (q(t), p(t))



Mecanica hamiltoniana
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de la m Hamiltoniano: H(q, p) = [Z,m:;l pigi — L(q7 C'I)](;,:(;(p)'

Ecuaciones de Hamilton

m La aplicacién:

¢ RxV — V
(t,x) — (q(t), p(t))(x)

se llama flujo hamiltoniano.



Blsqueda de una formulacién intrinseca
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m Hasta ahora, todo dependia de las coordenadas locales.

m Quiero estudiar la estructura geométrica del espacio de
fases para hallar una formulacién intrinseca de la mecianica.

m En concreto, busco el generador infinitesimal del flujo
hamiltoniano, es decir, busco un campo X tal que si v es
una «trayectoria real», v/(t) = X ().

m La expresidn local de dicho campo es:

x— (9H\ 9 _(oH\ 9
~\9p ) Oq 0q ) Op



Formas candnicas
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m Primera forma canédnica: o = pdgq.
m Segunda forma candnica: w = da =dp Adg

m w cumple:

Es exacta, luego es cerrada.
Es no degenerada (V¢ 3n tal que w(&,n) # 0).

m Una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada se dice
simpléctica.



El generador infinitesimal del flujo hamiltoniano
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m La aplicacién:

es un isomorfismo lineal.

m El generador infinitesimal del flujo hamiltoniano es
X = IdH.



Formulacidon candnica de la mecanica clasica
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Meesnica M := (M,w), donde w es una forma simpléctica en M.
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m Proposicion: La aplicacion:

J=1"1: T M — TiM: £ — w(€, o) es un
isomorfismo lineal.

m Definicidon: Sea una funcién F : M — R, se define el
campo hamiltoniano asociado a F como: XF = IdF. Se
define el flujo hamiltoniano ¢ asociado a F como aquel
generado infinitesimalmente por el campo X, es decir:

Ecuacién de Hamilton

XF

t:0¢f(x)

_d
Cdt



