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Resumen

En este trabajo se presenta una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para un primer tema de
funciones en los cursos de la ESO. Se tomara como referencia el marco tedrico de la Covariacion
Instrumentada. En la propuesta se detallan los contenidos tratados asi como las capacidades
trabajadas. Para el disefio de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje se aplica el método de
Andlisis Didactico.

Las actividades disefiadas buscan incidir en una vision de las funciones como covariacion
y se desarrollan usando las capacidades tecnoldgicas del entorno de geometria dinamica
GeoGebra, en particular su versiéon 3D. Se trata de trabajar también en profundidad la
modelizacion de situaciones fisicas y de no perder de vista la génesis histérica del concepto de
funcion. En el texto se realiza ademas una critica de los libros de texto comunmente utilizados en
los cursos estudiados, para mostrar como éstos habitualmente pasan por alto esta perspectiva

historica.

Palabras clave: Pensamiento funcional, razonamiento covariacional, Covariacion Instrumentada,

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, GeoGebra 3D

Abstract

We create a Hypothetical Learning Trajectory for a first introduction to functions at the different
levels of the Spanish middle school (ESO). Our theoretical framework will be that of the
Instrumented Covariation. In our proposal we detail the contents covered as well as the skills
developed. For the design of the Hypothetical Learning Trajectory we apply the method of Didatical
Analysis.

The designed activities try to motivate a covariational view of functions and are constructed
using the technological features of the dynamic geometry environment GeoGebra, in particular its
3D version. We also try to make a thorough work in the modelization of physical situations and
always have in mind the historical origin of the concept of function. In the text we also make a
critique of the commonly used textbooks at the levels considered, in order to show how these

usually ignore this historical point of view.

Keywords: Functional thinking, covariational reasoning, Instrumented Covariation, Hypothetical

Learning Trajectory, GeoGebra 3D
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1. Planteamiento del problema y justificacién

La finalidad de este trabajo es el estudio de la ensefianza de las funciones y el desarrollo
del pensamiento funcional en los estudiantes de la Educacion Secundaria y el
Bachillerato asi como el disefio de actividades para ayudar a los estudiantes a interiorizar

el concepto de funcion.

Motivacién y justificacion

La motivacion para este trabajo surge en la propia realidad practica del periodo del
Practicum en un centro de ensefianza, relativo al Master. Esta realidad mencionada es la
de las distintas dificultades que presentan muchos alumnos de las asignaturas de
Matematicas de ESO y Bachillerato para interiorizar el concepto de funcion y el resto de
construcciones asociadas a este concepto que se realizan en estos cursos, como la
funcién inversa, la derivada, la primitiva, etc; asi como la forma en la que los distintos

libros de texto y demas recursos de la noosfera tratan estos temas.

Con estas construcciones no nos referimos Unicamente a otras funciones sino en
general a cualquier tipo de «construccion dinamica» asociada a la variacion simultanea
de varias cantidades. Asi, aqui se incluyen otros ejemplos como la propia grafica de la
funcién, las asintotas, las rectas tangentes o el area encerrada hasta un cierto punto. Mas
generalmente, puede considerarse la variacion de todas estas construcciones con
respecto a parametros extra, de modo que también seria una construccién dinamica, por
ejemplo, los puntos de corte con el eje horizontal. Se trata entonces fundamentalmente
de examinar el proceso de comprensién de los alumnos de las construcciones
geomeétricas de caracter esencialmente dinamico, comunmente asociadas en el instituto a
la teoria de funciones, y tratar de construir métodos de ensefianza de estas

construcciones.

Hay una importante cantidad de estudios que hacen patente la dificultad que
muestra el alumnado para entender el concepto de funcion y manejar las funciones a
varios niveles de la ensefanza en el instituto y en los primeros cursos de la universidad.
Algunos de estos estudios vienen explicados en detalle en el articulo de Oehrtman,
Carlson y Thompson (2008), que analizan varias formas en las que los estudiantes
presentan dificultades a la hora de entender las funciones y también hacen referencia a

diversos experimentos y observaciones realizadas para tratar de detectar los puntos



concretos que les suponen mayor problema a los estudiantes. Resumimos a continuacion

algunas de estas observaciones.

En primer lugar, un porcentaje significante de estudiantes de sobresaliente
presenta serias dificultades incluso a la hora de entender las funciones como sistemas de
entrada-salida. Por ejemplo, Carlson (1998) observé como un 43 % de estudiantes de
sobresaliente intentaba hallar f(x+a) sumando a al valor f(x). Otros estudiantes también
presentaban problemas a la hora de entender las funciones constantes, pensando que
éstas no son funciones porque no varian. En general, muchos estudiantes a veces ven
las funciones simplemente como dos expresiones separadas por un signo igual
(Thompson, 1994), o no son capaces de distinguir entre una funcién definida
algebraicamente y una ecuacion (Carlson, 1998). Otras de las debilidades que muestran
los estudiantes son pensar que una funcién definida a trozos es realmente dos funciones
0 que una funcion «patolégica», como la de Dirichlet (que vale 1 en los numeros

racionales y 0 en los irracionales) no es ni siquiera una funcion.

Algunos de los experimentos interesantes que podemos mencionar son, por
ejemplo, el de Monk (1992), donde se les plantea a los estudiantes el problema de
determinar la velocidad en funcion de la posicidon en un recorrido que a su vez «parece»
una grafica (ver Figura 1). En respuesta a este tipo de problemas, es habitual que los
estudiantes trasladen caracteristicas del diagrama del recorrido directamente a la grafica

de la funcion.
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Figura 1: Un problema en el que los estudiantes deben distinguir entre las caracteristicas visuales de la
situacion y las caracteristicas de una grafica. Fuente: (Monk, 1992).

Otro experimento crucial y que entronca necesariamente con la nociéon de
covariacién que vamos a tratar a lo largo del texto es el problema de la botella. En este
problema se les pide a los estudiantes que construyan una grafica de la altura del agua
en una botella en funcion de la cantidad de agua que ésta contiene. Un estudio detallado
de los resultados observados al presentar este problema a los estudiantes, en funcién de
las etapas del marco de covariacién (ver Tabla 2, en la pagina 23 de este trabajo), puede

leerse en Oehrtman, Carlson y Thompson (2008).



Planteamiento del problema y objetivos
Teniendo en cuenta las debilidades que presentan los alumnos a la hora de entender las
funciones, que han sido explicitamente detalladas en varios estudios como los que

acabamos de exponer, se pone de manifiesto la necesidad de estudios que:

» Estudien el concepto de funcion en Matematicas, su definicion formal y la génesis

histérica de esta definicion.

* Profundicen en el concepto de funcién desde el punto de vista de la Didactica de
las Matematicas, haciendo énfasis en las distintas formas que existen de

visualizar las funciones.

» Disefien actividades que permitan a los estudiantes profundizar sobre el concepto

de funcion y manipular las funciones de forma dinamica.

* Exploren las posibilidades de los entornos de geometria dinamica para el trabajo

del pensamiento funcional.

De acuerdo a estas necesidades de investigacién se han planteado los siguientes

objetivos en este trabajo (ver mas ampliamente seccién 3):

» Desarrollar una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para un primer tema de

funciones en la ESO.

» Disefiar esta Trayectoria Hipotética de Aprendizaje en el marco tedrico de la
covariacion instrumentada propuesto por Arzarello (2019) mediante el manejo de

un software de geometria dinamica.

Estos objetivos se operativizaran mediante objetivos especificos que se detallan en la

seccion 3.

El disefio de las actividades se realizara en la forma de una Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje (Simon, 1995), una potente herramienta de disefio instruccional. Las
actividades estan planteadas desde el marco tedrico de la covariacion como estructura
del pensamiento funcional (Oehrtman, Carlson y Thompson, 2008), mas concretamente,

usando la idea de la covariacion instrumentada introducida por Arzarello (2019).

El entorno de geometria dinamica utilizado sera GeoGebra (2018), intentando en

particular aprovechar al maximo las capacidades de su graficadora 3D.



Estructura del texto

La memoria que el lector tiene ante si esta compuesta de 6 secciones, siendo ésta la
primera seccién, en la que se plantea el problema que motiva el trabajo aqui presentado.
La seccién 2 expone el fundamento tedrico del trabajo, en tres partes. En la primera parte
se estudia el concepto de funcion desde el punto de vista de las Matematicas;
concretamente, se explica la definicion formal de funcién y se hace un breve repaso de la
historia de esta definicion. En la segunda parte, se estudia el concepto de funcion desde
el punto de vista de la Didactica de las Matematicas, centrandonos principalmente en el
marco de covariacion introducido por Oehrtman, Carlson y Thompson (2008). En la
tercera parte se explican las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje de Simon (1995),
que constituiran la herramienta de disefio instruccional que usaremos para el disefio de
las actividades presentadas. La seccion 3 enumera los objetivos concretos del trabajo, a
la vista del fundamento tedrico previamente desarrollado. La seccién 4 detalla la
metodologia empleada en el disefio de las actividades. En la seccién 5 se exponen como
resultados las actividades disehadas para el trabajo de las funciones. Concluimos la
memoria en la seccion 6, con un analisis de los resultados en funcién de los objetivos
planteados y con una descripcion de las limitaciones del estudio y de las futuras lineas de
accion, asi como con unas conclusiones relativas al desarrollo profesional del autor.

Ademas, se adjuntan en un Anexo los enunciados de las actividades disefiadas.



2. Fundamentacion tedrica

El concepto de funcién en Matematicas

La definicion de funcion

Actualmente, podria decirse que el concepto estandar de funcidon que se maneja dentro
de la matematica erudita —donde por «matematica erudita» nos referimos al saber sabio
en el sentido de la teoria de la transposicion didactica de Chevallard (1985)— es el que
se define en el marco de la teoria de conjuntos. Esto a dia de hoy es ciertamente
discutible, pues cada vez es mas pujante el papel de la teoria de categorias en la practica
del matematico trabajador (Mac Lane, 2013), donde las funciones se entienden
esencialmente como morfismos, que son conceptos no definidos. Sin embargo,
entendemos que esta perspectiva, aunque goza de gran popularidad en los ambitos del
algebra y la geometria, no es tan habitual en campos relacionados con el analisis y, en
cualquier caso, es la perspectiva de la teoria de conjuntos la que tiene mayor influencia

en la ensefianza de las funciones en el instituto.

En teoria de conjuntos, una funcion se define de la siguiente manera. Dados dos
conjuntos X e Y, se entiende por una funciéon o una aplicacién f con dominio X y
codominio Y un conjunto de pares ordenados (x,y), con x un elemento de X e y un
elemento de Y de forma que a cada x le corresponde uno y sélo un y, que se denota por
y=f(x). Notese que esta definicidbn es mas fina de lo que a primera vista pudiera parecer.
Cabe destacar en primer lugar que una funcién asi vista dista bastante de la concepcion

de funcion como «férmulay», o incluso como «regla de asignaciony.

Asi, por ejemplo uno puede pensar en la funcién que a cada numero entero le
asigna la cantidad de numeros primos menores que el. Esto es ciertamente una funcion,
pero a dia de hoy nadie conoce una férmula «precisa» que, para cualquier nimero n,
diga cuantos primos hay menores que el y un problema abierto tan importante como es la
hipétesis de Riemann tiene mucho que decir al respecto. Mas aun, en matematicas
encontramos funciones que sabemos que existen pero para las que podemos no conocer
ninguna forma de construirlas; nos referimos por ejemplo a las soluciones de ciertas
ecuaciones diferenciales cuya existencia es garantizada por los teoremas de existencia y

unicidad.

Por ultimo, como ejemplo extremo podriamos considerar las funciones de

eleccion. Si X es un conjunto y F es una familia de subconjuntos de X, se denomina una



funcién de eleccién a una funcion f con dominio F y codominio X tal que para cada
elemento x de F se tiene que f(x) es un elemento de x. Intuitivamente, puede entenderse
como una forma de escoger un punto de cada uno de los subconjuntos que forman la
familia F. La afirmacién de la existencia de funciones de eleccién para conjuntos
cualesquiera X y F es lo que se conoce como el axioma de eleccién. Paul Cohen
demostroé en 1963 que el axioma de eleccion es independiente del resto de axiomas de
Zermelo-Fraenkel (la teoria de conjuntos estandar en matematicas), de modo que en

general no se puede construir una regla de asignacion para una funcién de eleccion.

Una mirada histoérica al concepto de funcion

Cuando se estudia la matematica en si desde un punto de vista externo, es decir, cuando
se trata de entender las matematicas desde el punto de vista de la teoria de la ciencia o
de la gnoseologia, y no desde sus propias categorias; la definicion de funcién que
acabamos de presentar (que sin duda es util y necesaria en toda la matematica moderna)
debe entenderse como un teorema. Aqui por teorema nos referimos, no al concepto
l6gico-formal, sino esencialmente a una verdad cientifica, es decir, a una identidad
sintética —entendida como una confluencia de cursos operatorios (Bueno, 1995)—. Asi,
entendemos que la destilaciéon de una definicion tan refinada de funciéon no es resultado
de una puntual idea feliz, sino del trabajo y la manipulacién del concepto de funcion por
multitud de personas a lo largo de la historia. ElI concepto de funcién surge entonces
como un producto histérico, que en un momento concreto da soluciéon a una serie de

problemas y motiva otros nuevos.

Conviene entonces repasar cual es la historia de la definicion de funcion y analizar
en detalle a qué clase de problemas responde, para tratar de entender cémo surge
originalmente este concepto. Un resumen detallado de la historia de la idea de funcion
puede encontrarse en el articulo de Kleiner (1989). Reflejamos aqui a grandes rasgos las

principales ideas.

Podria decirse que el concepto moderno de funcién, de una forma similar a como
la entendemos ahora surge en el siglo XVII. Previamente, entre los precursores de este
concepto podemos destacar dos. Por una parte, el estudio de la cinematica,
principalmente por Galileo, y el planteamiento del problema de Kepler sobre las orbitas de
los planetas del Sistema Solar. Por otra parte, entra en juego el vinculo entre el algebra y
la geometria en Fermat y sobre todo en la geometria analitica del sistema cartesiano.

Ambos antecedentes asientan el terreno para la llegada de un concepto de funcién



esencialmente dinamico y continuo, que venga a ser un elemento clave en el estudio del

movimiento.

El término «funcién» es introducido en 1692 por Leibniz, aunque para designar
algo bastante distinto de lo que entendemos ahora. En general Leibniz entendia por
funcién un objeto geométrico asociado con una curva. Por ejemplo, afirmaba que «una
tangente es una funcién de una curva». Y es que el célculo, como fue originalmente
desarrollado por Newton y Leibniz, tenia un aspecto muy distinto al que se presenta hoy
dia a los estudiantes, ya que presentaba una forma esencialmente geométrica. Basta
abrir los célebres Principia para ver que el lenguaje empleado es basicamente el de la
geometria euclidiana. El analisis en esta época surgi6 como un compendio de métodos
para resolver problemas relacionados con curvas, como hallar sus tangentes, las areas
que encierran, sus longitudes o las velocidades de los puntos que se mueven en ellas.

Asi, estos conceptos se originan en un contexto naturalmente geométrico y cinematico.

Merece la pena ahora centrarse en entender qué papel jugaban las variables en
esta situacién primigenia. Es importante darse cuenta de que entonces las variables aun
no se entendian como variable dependiente y variable independiente sino que las
variables se veian como magnitudes codependientes. Como afirma Bos (1980), citado
por Kleiner (1989), con traduccién del autor:

Las variables no son funciones. El concepto de funcién implica una relacién
unidireccional entre una variable «independiente» y una «dependiente». Pero en el
caso de las variables como aparecen en los problemas matematicos o fisicos, no hay
necesidad de hacer tal distincion. Y mientras no se le dé ningun papel especial
independiente a una de las variables implicadas, las variables no son funciones sino
simplemente variables. (Kleiner, 1989, p. 2)

Destaca en particular en este punto de vista el hecho de que Newton llamaba a la
teoria que él desarrolld, que ahora entendemos como calculo o analisis, «método de las
fluxiones». Newton entendia por «fluxién» la derivada de una «fluyente» (fluent, en
inglés), donde una «fluyente» no era exactamente una funcién, sino una cantidad o una
variable que variaba con el tiempo (valga la redundancia). Llama la atencién entonces en
especial la forma que Newton tenia de formular lo que podriamos llamar «el problema
fundamental del calculo de fluxiones» (entendiendo que su resolucion es el teorema
fundamental del calculo infinitesimal): «dada una ecuacién que consiste en cualquier

numero de cantidades que fluyen, hallar las fluxiones: y vice versa» (Newton, 1676).

Dentro de la misma época, seria finalmente Johann Bernoulli el que en 1718 se

acercaria de una forma mas precisa a la nocion de funcién que tenemos ahora «uno



llama aqui funcién de una variable a una cantidad compuesta de cualquier manera de

esta variable y de constantes» (Ruthing, 1984, p.72).

Ya bien entrado el siglo XVIII, en el clasico Introductio in Analysin Infinitorum,
presentado por Euler en 1748, el concepto de funcidn tendria un papel explicito y central.
En el prefacio, Euler afirma que el andlisis matematico es la ciencia general de las
variables y de sus funciones. La nocién de funcién que aqui se presenta tiene un caracter
mucho menos geométrico, y es mucho mas parecida a como muchas veces se entiende
en el instituto: funciones=férmulas. Mas concretamente, Euler define una funcion de la
siguiente forma (la cursiva y la traduccién son del autor): «Una funcion de una cantidad
variable es una expresion analitica compuesta de cualquier manera de dicha cantidad

variable y de numeros o cantidades constantes» (Ruthing, 1984, p.72).

Sin embargo, notese que Euler sigue entendiendo las variables como cantidades
variables, de forma que su definicion dista bastante de ser estatica o de concebir de
alguna forma este tipo de expresiones como una suerte de aritmética generalizada, sino
que la actividad de fondo es esencialmente una modelizacién. Volveremos sobre estas

ideas mas adelante.

En cualquier caso, lo que refleja esta definicion de Euler es que en el siglo XVIII la
nocién de funcion era esencialmente lo que hoy entendemos por funcion analitica. Asi,
era normal que fuera generalmente aceptado en las matematicas de la época el siguiente
postulado: «Si dos funciones coinciden en un intervalo, entonces coinciden en todas

partes».

Precisamente esto llevo a un fuerte debate, principalmente entre Euler, D’Alembert
y Daniel Bernoulli en torno al concepto de funcion, motivado por el conocido problema de
«la cuerda de la guitarra». Por este problema nos referimos a, dada una cuerda en
vibracion, fija a dos extremos, y conocida la deformacion inicial, determinar la funcion que
describe la forma de la cuerda a tiempos posteriores. Este es un conocido problema de

ecuaciones en derivadas parciales, que consiste en resolver la ecuacién de onda

donde a es una constante, sujeta a ciertas condiciones iniciales y de frontera.

Por resumirlo en pocas palabras, esta polémica hizo ver que tenia sentido
considerar mas funciones a parte de lo que hoy entendemos por funciones analiticas,

motivado principalmente porque las diferentes «formas iniciales» que podia tener la



cuerda no tendrian por qué estar dadas necesariamente por funciones analiticas.
Concretamente, el concepto de funcién se extendié para incluir funciones definidas a
trozos y en general funciones discontinuas. Cabe destacar entonces como en 1755 Euler
dio una definicion de funcion bastante diferente a la que habia dado antes en su
Introductio (traduccién del autor):
Cuando ciertas cantidades dependen de otras de forma que, si las segundas cambian
las primeras también lo hacen, entonces decimos que las primeras cantidades son
funciones de las segundas. Esta nocién comprende todas las formas en las que una
cantidad puede ser determinada por otras. Por tanto, si x denota una cantidad
variable, entonces todas las cantidades que dependen de x en cualquier manera o
estan determinadas por ella se llaman sus funciones... (Ruthing, 1984, p.72).

Para echar mas lena al fuego, mas de medio siglo mas tarde, en 1807 (aunque
publicado en 1822), Fourier desarroll6 su célebre trabajo en la conduccion del calor, que
trajo consigo una auténtica revolucion en el concepto de funcion. Fourier venia a afirmar
que «cualquier» funcion en un intervalo podia representarse como una suma infinita de

Senos y cosenos.

Dirichlet pronto se dio cuenta de que no se trataba de cualquier funcién, sino que
eran necesarias ciertas condiciones. Basicamente, que la funcién tuviera una cantidad
finita de discontinuidades y de maximos y minimos en el intervalo. Por supuesto, poder
demostrar esto con rigor requeria de un entendimiento claro del concepto de funcién y de
las nociones de continuidad y convergencia. Este trabajo fue realizado principalmente por
Cauchy y Dirichlet. Es Dirichlet el que finalmente da una definicién de funcidén muy similar
a la actual

y es una funcion de la variable x, definida en el intervalo a < x < b, si a cada valor de
la variable x en este intervalo le corresponde un valor definido de la variable y.
Ademas, es irrelevante de qué forma se establece esta correspondencia (Kleiner,
1989, p. 10).
Esta definicion, aunque necesariamente restringida al concepto de funcion de los
numeros reales a los numeros reales contiene practicamente ya todos los ingredientes

que hacen tan potente la nocién de funcién actual.

Tras el debate entre intuicionistas y formalistas que se produjo en los albores del
siglo XX, concerniente a los fundamentos de las matematicas, se empezaron a introducir
distintos sistemas axiomaticos para formalizar las matematicas (Ferreirds, 2008). De
todas las propuestas, la que logré mas popularidad y luego se ha aceptado como

estandar a lo largo del siglo XX ha sido la teoria de conjuntos en la axiomatica de



Zermelo-Fraenkel, incluyendo el axioma de eleccién. Este sistema axiomatico se suele

abreviar como ZFC (Zermelo-Fraenkel + Choice).

La influencia de las ideas del grupo Bourbaki en las ciencias sociales después de
la Segunda Guerra Mundial (Aubin, 2008) y la implantacion en los afos 60 de los
programas de la «matematica moderna» como respuesta de los paises capitalistas a la
aparente supremacia tecnoldgica de la Unidn Soviética sugerida por el lanzamiento del
Sputnik han llevado a que sea la definicion conjuntista la que ha permeado hasta
nuestros libros de texto y la que en ultima instancia se ensefia en nuestro sistema

educativo.

En conclusién, lo que queriamos mostrar con esta mirada histérica es que el
concepto moderno de funcion se ha labrado a través de los siglos y es resultado de la
resolucion de multiples problemas matematicos del mas alto nivel, con los que han
tratado, muchas veces sin éxito, algunas de las mentes mas brillantes de cada periodo de
la historia. Consideramos por tanto que una trasposicion didactica que pretenda introducir
directamente la definicibn moderna de funcion en los niveles basicos del sistema
educativo esta tal vez pasando por alto muchas de las ideas y problematicas
fundamentales que llevaron a la constitucion de esta definicibn. Por decirlo con
Oehrtman, Carlson y Thompson (2008), con traduccién del autor:

La definicibn moderna de funcion fue motivada en gran parte por debates entre
d’Alembert y Euler sobre la naturaleza de una solucion de la ecuacion diferencial de la
vibracion de una cuerda y por los intentos de Cauchy y otros de decidir las
condiciones bajo las cuales el limite de una sucesién de funciones continuas es una
funcién continua. Asi, usar la definicion moderna de funcién en una introduccién al

concepto de funcién es presentarles a los estudiantes una solucién a problemas que
no pueden concebir. (Oehrtman, Carlson y Thompson, 2008, p. 29).

El concepto de funcién en la didactica de las Matematicas

El papel de las variables. Diferentes enfoques

El concepto de variable algebraica es clave en el desarrollo del pensamiento funcional de
los estudiantes. Los diferentes niveles de comprension del concepto de variable van
asociados a diferentes concepciones del algebra y niveles de abstraccion. Existen
multiples marcos teoricos en didactica de las matematicas para el tratamiento de las
variables; presentamos a continuacion dos de ellos, el modelo 3UV y el de “algebra como

modelizacion”.

Modelo 3UV
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El modelo 3UV (tres usos de las variables), introducido por Trigueros y Ursini (2003)
(citado en Alvarez, Gémez-Chacén y Ursini, 2005) surge en el andlisis de las exigencias
que se hacen a los estudiantes en los ejercicios tipicos de los libros de texto de algebra.
Este analisis muestra que en los cursos de algebra elemental, las variables presentan
esencialmente tres usos: el de incognita especifica, el de numero general y el de
simbolizar relaciones funcionales. El estudiante de algebra también se encuentra con una
serie de factores en la resolucién de problemas, asociados con cada uno de estos usos,
gue se enumeran a continuacion (Alvarez, Gomez-Chacon y Ursini, 2015, pp. 1512-
1513):

* Laresolucion exitosa de problemas con una incégnita requiere:

1. Reconocer e identificar en una situacién la presencia de algo desconocido que

puede ser determinado al considerar los datos del problema.

2. Interpretar los simbolos que aparecen en la ecuacién como representando
ciertos valores especificos que pueden ser determinados considerando las

restricciones dadas.

3. Sustituir en la variable el valor o valores que hacen de la ecuacién una

afirmacion verdadera.

4. Determinar la cantidad desconocida que aparece en la ecuacién o en el

problema efectuando las operaciones algebraicas y/o aritméticas requeridas.

5. Simbolizar las cantidades desconocidas identificadas en una situacion

especifica y usarlas para escribir ecuaciones.

* Laresolucion exitosa de problemas con un numero general requiere:

1. El reconocimiento de patrones, reglas y métodos en sucesiones numéricas y

en familias de problemas.

2. Interpretar un simbolo como representando una entidad general indeterminada

que puede tomar cualquier valor.

3. Deducir reglas y métodos generales distinguiendo los aspectos invariantes de

los variables en sucesiones y familias de problemas.
4. Manipular expresiones generales.

5. Simbolizar afirmaciones generales, reglas o métodos.
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* La resolucién exitosa de problemas con variables en una relacion funcional

requiere:

1. Reconocer la correspondencia entre variables relacionadas
independientemente de Ila representacion utilizada (tablas, gréficos,

enunciados verbales o expresiones analiticas).

2. Determinar los valores de la variable dependiente dado el valor de la

independiente.

3. Determinar los valores de la variable independiente dado el valor de la

dependiente.

4. Reconocer la variacion conjunta de las variables involucradas en una relacion

independientemente de la representacion usada.
5. Determinar el rango de variacion de una variable dado el dominio de la otra.

6. Simbolizar una relacién funcional basada en el analisis de los datos de un

problema.
Algebra como modelizacién

Por otra parte, el contraste entre algebra como modelizacién y algebra como aritmética
generalizada en la matematica escolar se plantea desde las coordenadas de la Teoria
antropoldgica de lo didactico (TAD). En palabras de algunos de sus investigadores
principales:

. la institucién escolar interpreta generalmente el algebra elemental como una

artimética generalizada, es decir, identifica el algebra escolar con el uso del
simbolismo o «lenguaje algebraico» y lo opone a un supuesto «lenguaje aritmético».

[..]

Desde la Teoria antropoldgica de lo didactico, se postula que el algebra debe
interpretarse como un instrumento genérico de modelizacion de praxeologias u
organizaciones matematicas. En particular, el algebra escolar, antes de ser
tematizada como objeto explicito de ensefianza, debe utilizarse para profundizar el
estudio de determinadas organizaciones mateméticas previamente construidas. (Ruiz,
Bosch y Gascon, 2010, p. 546).

Debe tenerse en cuenta que aqui el término organizacion matematica esta entendido en

el sentido de Chevallard, Bosch y Gascén (1997).

Desde la TAD se critica que la mayoria de los programas de las asignaturas de
Matematicas en la ESO plantean el dlgebra como una suerte de aritmética generalizada.

Esta idea esta expresada con detalle en la tesis doctoral de Bolea (2002). Por ejemplo, la
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autora sefala que la introduccion al algebra va siempre ligada a la aritmética, realizando
una generalizacién de un «lenguaje aritmético» a un «lenguaje algebraico», sin hacer
énfasis en la relacion con el «lenguaje funcional» que aparece en el estudio de las

funciones.

Es facil entender ahora desde aqui, una vez que hemos hecho el repaso de la
génesis historica del concepto de funcién, por qué esta concepcion del algebra como
aritmética generalizada es especialmente perjudicial para la comprension de las
funciones en la matematica escolar. Basicamente, por decirlo en una frase: porque asi
vistas, las variables no son variables. Las variables en esta concepcion del algebra son
simplemente letras que bien podrian ser numeros, privandolas asi del significado de lo
que realmente estan representando. Por ejemplo, si se entiende el algebra como una
aritmética generalizada, no hay ninguna diferencia entre una variable y una constante, ya

que ambas son letras representando un namero.

Frente a esta situacion, la TAD se plantea el problema de introducir el algebra «de
manera funcional esto es, como un instrumento de modelizacion» (Ruiz, Bosch y Gascon,
2010). En ese mismo articulo, los autores proponen una respuesta a este problema a
partir del planteamiento de un «proceso de algebrizacién» en tres etapas, planteado a

partir de la manipulacién de «Programas de Calculo Aritmético».

En cualquier caso, no es este el lugar para desarrollar el proceso de algebrizacion.
El argumento de la TAD sobre el que queriamos llamar la atencién al lector es el de como
una buena comprension de las funciones requiere de una buena comprension de las
variables, que es esencialmente conflictiva con la forma habitual de presentar el algebra

en la matematica escolar.

Covariacion

Distintas investigaciones clasifican en varios tipos las posibles visiones conceptuales y
patrones de razonamiento involucrados en la forma en que los alumnos tienen de
comprender las funciones. Concretamente, Dubinsky y Harel (1992) distinguen una vision
de las funciones como accion frente a una visibn como proceso. En sus palabras

(traduccién del autor):

Una concepcion de la funcién como accién implicaria la habilidad de introducir
nameros en una expresion algebraica y calcular. Es una concepcion estética en la
que el sujeto tendera a pensar paso a paso (por ejemplo, una evaluaciéon de una
expresion). Un estudiante cuya concepcion de funcion esté limitada a las acciones
puede que sea capaz de formar la composicién de dos funciones, definidas por
expresiones algebraicas, reemplazando la variable, cada vez que aparezca en una
expresion, por la otra expresion y después simplificando; sin embargo, los estudiantes
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probablemente serian incapaces de componer dos funciones definidas por tablas o
graficos. (Dubinsky y Harel, 1992, p. 85).

Como bien resaltan Oehrtman, Carlson y Thompson (2008), entre las diversas
dificultades que presenta un estudiante con una concepcion de funcion limitada a la vision
como accién se encuentra la de confundir una funcién definida a trozos con varias
funciones o creer que diferentes algoritmos deben producir necesariamente funciones
distintas. En general, la visién de accién dificulta un razonamiento dinamico, porque este
requiere la capacidad de operar con todos los pares relacionados de manera simultanea,

frente a simplemente realizar calculos en valores especificos.

Asi, los estudiantes que solo poseen una vision de accién de las funciones, ven
construcciones esencialmente dinamicas como la grafica, la composicion de funciones o
la funcién inversa de forma estatica. Por ejemplo, entenderan la grafica simplemente
como una curva, es decir, como un objeto fijo en el plano; y concebiran la composicién y

la inversion simplemente como procedimientos algebraicos.

Por otra parte, Dubinsky y Harel (1992) entienden la visién de las funciones como
proceso de la siguiente manera:

Una concepcion de la funcidon como proceso involucra una transformacion dinamica
de cantidades de acuerdo a una forma repetible de modo que, dada la misma
cantidad original, siempre se producira la misma cantidad transformada. El sujeto
puede pensar en la transformacién como una actividad completa que comienza con
objetos de cierto tipo, les hace algo, y obtiene objetos nuevos como resultado de lo
que se hizo. Cuando un sujeto tiene una concepcién de un proceso, puede, por
ejemplo, combinarlo con otros procesos o incluso darle la vuelta. Nociones como la
inyectividad o la sobreyectividad se hacen mas accesibles cuando se refuerza la
concepcion como proceso del estudiante. (Dubinsky y Harel, 1992, p. 85).

Las ventajas de la vision de proceso se resumen en poder entender la funcién
como un proceso actuando sobre un conjunto de valores a la vez, mas que como un
algoritmo que dice lo que hacer a un valor concreto. Ademas, permite entender que
aunque una funcion pueda definirse con reglas diferentes sigue siendo la misma funcion;

por ejemplo, si consideramos [ la funcién «elevar al cuadrado», tenemos

f (n)=n’,

pero también

f<n>:§<zk—1>.



En general, la vision de proceso permite coordinar dinamicamente las variables
dependiente e independiente, o que supone una habilidad de razonamiento esencial para
entender construcciones dinamicas como los limites, las derivadas o las integrales

definidas.
En la siguiente tabla, extraida de Oehrtman, Carlson y Thompson (2008), con

traduccion del autor, se resumen las principales caracteristicas de ambas visiones.

Tabla 1: Funciones entendidas como accion frente a funciones entendidas como proceso.
Fuente: Oehrtman, Carlson y Thompson (2008, p. 34), con traduccién del autor.

Vision de accion

Visién de proceso

Una funcién estd anclada a una regla, una
férmula o un calculo especifico.

El estudiante debe efectuar o al
imaginar cada una de las acciones.

menos

La «respuesta» depende de la férmula.

El estudiante sélo puede imaginar un valor
de entrada o salida a la vez (es decir, x
representa un nimero concreto).

La composicion es sustituir en x una férmula.

La inversa es algo algebraico (cambiar y por
x y luego despejar) o geométrico (reflejar a lo
largo de la recta x=y).

Hallar el dominio y el recorrido es concebido
como un problema algebraico (por ejemplo,
el denominador no puede ser cero, y el
radicando no puede ser negativo).

Las funciones se conciben como estaticas.

La grafica de una funcion es una figura
geomeétrica.

Una funcién es un proceso de entrada-salida
generalizado que define una asignacién de
un conjunto de valores de entrada a un
conjunto de valores de salida.

El estudiante puede imaginar el proceso
completo sin tener que efectuar cada accion.

El proceso es independiente de la formula.

El estudiante puede imaginarse todas las
entradas a la vez o «recorrer» un continuo de
entradas. Una funcion es una transformacion
entre espacios al completo.

La composicion es la coordinacién de dos
procesos de entrada-salida; la entrada es
procesada por una funcion y su salida es a
su vez procesada por una segunda funcién.

La inversa consiste en darle la vuelta a un
proceso para definir una asignaciéon de un
conjunto de valores de salida un conjunto de
valores de entrada.

El dominio y el recorrido se producen al
operar y reflexionar sobre el conjunto de
todas las entradas y salidas posibles

Las funciones se conciben como dinamicas.

La grafica de una funcion define una
asignacion especifica de un conjunto de
valores de entrada a un conjunto de valores
de salida.
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Varios autores entienden que el desarrollo de un entendimiento de las funciones
como proceso va necesariamente ligado a lo que se denomina el razonamiento
covariacional (Oehrtman, Carlson y Thompson, 2008). Por ilustrarlo con un ejemplo, un
estudiante que tenga fuertemente desarrollada la vision de las funciones como proceso
puede entender la férmula A(s)=s? como una forma de determinar el area de un cuadrado
para un conjunto de posibles valores de entrada. Esta persona veria la funcion como una
entidad que acepta cualquier longitud del lado s como entrada para producir el area A
como valor de salida. En seguida esta persona se daria cuenta de que, cuando el valor
de s aumenta, también aumenta el valor de A. Mas aun, podria también notar que al
variar s de manera continua el area crece cada vez mas rapido e incluso esbozar la

grafica de la funcion.

El razonamiento covariacional como nocion teodrica aparecié en la literatura a
finales de los afios 80 del siglo pasado en los trabajos de Confrey y Thompson. Confrey
caracterizd la covariacion como coordinacién de los valores de dos variables cuando
éstos varian. Por otra parte, Thompson entendia la covariacion en términos del
entendimiento de cantidades individuales en variacion para después entender varias

cantidades variando simultaneamente.

Confrey hizo especial énfasis en la concepcion de las funciones como
coordinacion de dos sucesiones. En sus propias palabras (traduccion del autor): «en la
aproximacion [a las funciones] como covariacion, una funcién se entiende como la
yuxtaposicion de dos sucesiones, cada una de las cuales es generada
independientemente a través de un patrén de valores de los datos» (Thompson y
Carlson, 2017, p. 424). Y también: «los elementos y la estructura del dominio y el
recorrido son cogenerados a través de acciones simultaneas pero independientes,

creando un modelo de funcién como covariacion» (Thompson y Carlson, 2017, p. 424).
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Figura 2: Dos ejemplos de covariacion en Confrey: Los cambios en

una variable se coordinan con los cambios en la otra. Fuente:
(Thompson y Carlson, 2017).
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En la Figura 2 podemos ver un ejemplo de razonamiento covariacional tal y como
Confrey y Smith lo entendian. La clave esta en ver cémo los cambios en una variable (por
ejemplo, aumentar el valor de x en 1) se coordinan con cambios en la otra variable (por
ejemplo, aumentar el valor de y en 2 en el caso de la izquierda o multiplicarlo por un

factor de 3 en el caso de la derecha).

El punto de vista de Thompson era ligeramente distinto. Thompson estaba
interesado en entender la forma en la que los estudiantes conciben distintas situaciones
en las que se involucran cantidades y relaciones entre cantidades cuyos valores varian
asi como la forma en la que los estudiantes entienden la tasa de variacion. En cualquier
caso, Thompson y Carlson (2017) hacen énfasis en que para Thompson una «cantidad»
no es lo mismo que un numero. En sus palabras (traduccién del autor):

[Thompson] definié una cantidad como la conceptualizacion que alguien tiene de un
objeto con un atributo que puede medirse. Los nimeros pueden ser medidas de
cantidades, o pueden abstraerse de las operaciones de medidas y verse «al

desnudo». Pero los numeros tienen una raiz epigenética en el razonamiento sobre las
medidas de las cantidades. [...]

En el sistema de Thompson, una persona podria usar un simbolo para representar el
valor de una cantidad con tres significados. Si la persona ve la cantidad como si
tuviera un valor que no varia nunca, el simbolo, para esa persona, tiene el significado
de una constante. Si la persona ve la cantidad como teniendo un valor que puede
cambiar entre distintas situaciones, pero que no varia dentro de una situacion, el
simbolo, para esa persona, tiene el significado de un parametro. Si la persona
entiende que el valor de la cantidad varia dentro de una misma situacion, entonces,
para esa persona, el simbolo tiene el significado de una variable. (Thompson y
Carlson, 2017, p. 425).

En la teoria de Thompson, se entiende que una persona tiene un razonamiento
covariacional si es capaz de visualizar los valores de dos cantidades variando y puede
visualizarlos variando simultdneamente. Por ejemplo, si la persona esta viendo a una
persona corriendo, es capaz de visualizar la distancia recorrida y el tiempo transcurrido
desde el punto de partida como cantidades que estan variando y también como

cantidades que varian simultaneamente.

En resumen, podemos entender la concepcion de las funciones como covariaciéon
como la capacidad de entender los valores de dos cantidades variando de forma
simultanea y de formar con ambos lo que se conoce como un objeto multiplicativo. En el
siguiente subapartado explicaremos qué es lo que entendemos por un objeto
multiplicativo y por qué consideramos que es central en la concepcion de las funciones

como covariacion.
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Para concluir el subapartado, presentamos una tabla que resume las distintas

etapas de la obtencion de una visién de las funciones como covariacion.

Tabla 2: Etapas del marco de covariacion. Fuente: Oehrtman, Carlson y Thompson

(2008, p. 36), con traduccion del autor.

Accion mental

Comportamiento

Coordinar la dependencia de una variable
con otra variable

Coordinar la direccion de variacion de una
variable con los cambios en la otra variable

Coordinar la cantidad de variacién de una
variable con los cambios en la otra variable

Coordinar la tasa de variacion media de la
funcidn con incrementos uniformes de
variacion en la variable de entrada

Coordinar la tasa de variacién instantanea de
la funcion con cambios continuos en la
variable independiente en todo el dominio de
la funcion

Etiquetar los ejes con indicaciones
verbales de la coordinacion de las
dos variables (por ejemplo, y cambia
con los cambios en x)

Construir una linea recta monétona
Verbalizar una nocién de la direccién
de variacion de la variable de salida
cuando se consideran cambios en la
entrada

Representar puntos/construir rectas
secantes.

Verbalizar una nocién de la cantidad
de variacion de la variable de salida
cuando se consideran cambios en la
entrada

Construir rectas secantes para
intervalos contiguos del dominio
Verbalizar una nocién de la tasa de
variacion de la variable de salida al
considerar incrementos uniformes en
la entrada

Construir una curva lisa con claras
indicaciones de los cambios en la
concavidad

Verbalizar una nocién de los cambios
instantaneos en la tasa de variacion
en todo el dominio de la funcion (la
direccion de las concavidades y los
puntos de inflexidon son correctos)

Objetos multiplicativos

En este subapartado vamos a precisar un poco mas alguna de las ideas concernientes a

los objetos multiplicativos. El énfasis en los objetos multiplicativos para entender la

covariacion viene dado por Saldanha y Thompson (1998) —traduccién del autor—:
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Nuestra nocién de covariacion es la de alguien que tiene en mente la imagen de los
valores de dos cantidades (magnitudes) simultaneamente. Conlleva acoplar las dos
cantidades, de modo que, en el entendimiento, se forma un objeto multiplicativo con
ambas. (Thompson y Carlson, 2017, p. 433).
La idea de objeto multiplicativo en Saldanha y Thompson bebe de la nocion de
«y» como un operador multiplicativo, entendida por Piaget como una forma de
clasificacion subyacente al pensamiento de los nifios. En palabras de Thompson y
Carlson (2017, p. 433), «una persona forma un objeto multiplicativo a partir de dos
cantidades cuando es capaz de unir mentalmente sus atributos para formar un nuevo

objeto conceptual que es, simultaneamente, uno y el otroy».

Los objetos multiplicativos pueden entenderse también desde un punto de vista
l6gico-matematico en el contexto de la teoria de categorias. La nocion pertinente en este
contexto para entender los objetos multiplicativos es la de producto. Por supuesto, no se
pretende afirmar que la nocién de producto en teoria de categorias sea de algin modo
equivalente o sustituible por la de objeto multiplicativo en psicologia, pero consideramos

este enfoque interesante por dos motivos:

1. Porque conecta con una de las estructuras matematicas mas ubicuas (recordando
en cierto sentido a las «estructuras fundamentales» que atraian a los

bourbakistas).

2. Porque conecta con el enfoque de las «Matematicas Conceptuales» de Lawvere
(1991).

En la Sesion 1 de su libro, titulada «Galileo y la multiplicacion de objetos»,
Lawvere (1991) ilustra de diversas maneras la nocién de producto con varios ejemplos.
De todos estos ejemplos para nosotros resulta especialmente interesante el de «Galileo y

el vuelo de un ave», que introduce asi:
Comencemos con Galileo quien, hace cuatro siglos, intentaba descifrar el problema
del movimiento. Deseaba comprender el movimiento preciso de una piedra lanzada y
el arco elegante del chorro de agua de una fuente. Con el tiempo, Galileo encontrd
formulas simples para estos movimientos, pero su primer paso fue el de encontrar un

método conceptual preciso para describir los movimientos en general, incluso uno tan
impredecible y caprichoso como el vuelo de un ave. (Lawvere, 1991, p. 1).

En su ejemplo, Lawvere entiende el vuelo del ave como un morfismo

Vuelo del ave: Tiempo — Espacio.
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Ahora, Lawvere observa, con Galileo, que realmente el espacio puede describirse a partir
del plano horizontal y el eje vertical. En un lenguaje moderno decimos que es un producto
cartesiano

Espacio = Plano x Linea.

Junto con esta observacion entran en juego dos nuevos morfismos: el que a cada punto

del espacio le asigna «su sombra» sobre el plano horizontal
Sombra: Espacio — Plano
y el que a cada punto del espacio le asigna su altura sobre el plano horizontal
Altura: Espacio — Linea.
Componiendo estos morfismos con el vuelo del ave obtenemos
Sombra del vuelo del ave: Tiempo — Plano
Altura del vuelo del ave: Tiempo — Linea.

La clave ahora es que podemos hacer el proceso inverso. Por la propiedad
universal del producto, a partir de la sombra y la altura del vuelo del ave podemos

recuperar completamente el vuelo del ave en el espacio. Diagramaticamente,

Por si aun no es del todo evidente, en este ejemplo queda claro cémo esta nocion
de producto esta en la génesis misma del concepto de funcion. Aqui ademas queda claro
como surge la nocién de covariacion tal y como la entienden Saldanha y Thompson
(1998), ya que precisamente lo que se esta haciendo es considerar dos cantidades
variando simultaneamente, la sombra y la altura, y construir a partir de ellas un objeto

multiplicativo, el vuelo del ave, que en cierto sentido engloba a las dos a la vez.

Finalmente, por decirlo con Oehrtman, Carlson y Thompson (2008) —traduccion
del autor—:

La idea de la covariacion es fundamentalmente la de las funciones paramétricas.
Cuando uno se imagina recorriendo los valores de una de las variables mientras
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sigue el rastro de los valores de otra variable, uno esta esencialmente imaginando la
funcion paramétrica (x,y) = (f(f),g(t)). (Oehrtman, Carlson y Thompson, 2008, p. 38).

Covariacién instrumentada

Arzarello (2019) ha propuesto recientemente la idea de la covariacion instrumentada, que
consiste en el disefio de situaciones didacticas —en el sentido de Brousseau (1998)—
que permitan a los estudiantes desarrollar una concepcién de las funciones como
covariacién. El autor ademas hace énfasis en el papel que pueden jugar las nuevas
tecnologias en el desarrollo de estas situaciones didacticas, especialmente los entornos

de geometria dinamica, como GeoGebra.

Lo que se pretende hacer entonces en este trabajo es disefiar una actividad que
induzca a los estudiantes ideas relacionadas con la covariacion. En particular, se trata de
simular variables y funciones usando las distintas herramientas que ofrecen los entornos

de geometria dinamica y hacerlas interactuar entre si.

En las actividades planteadas se hara especial énfasis en la nocion de objeto
multiplicativo y en ver de qué distintas maneras es posible integrar varias variables que
co-varian en un solo objeto. Como hemos explicado ya, la nociéon de objeto multiplicativo

esta en el corazoén de la covariacion.

Analisis de los libros de texto

Nos interesa ahora comprobar qué clase de trasposicion didactica del concepto de
funcién es la que presentan los libros de texto. Es decir, vamos a contrastar y a analizar
detenidamente las distintas definiciones de funcion e introducciones a este concepto que
se dan en estos libros. A la hora de estudiar un texto en concreto, nos haremos las

siguientes preguntas:

* 4 Se da la definicién rigurosa del concepto de funciéon?

» 4 Se explica o hace referencia a la génesis histérica del concepto de funcion?
* 4 Se conciben las variables como la modelizacién de cantidades que varian?
* 4 Se presenta una nocién dinamica de las variables?

» 4 Se presenta una vision de covariacion de las funciones?

El curso mas temprano del curriculum de la Educacion Secundaria(MECD, 2014)
en el que los alumnos espafioles entran en contacto con la nocion de funcién es el

primero de todos, 1° de ESO. Vamos a empezar entonces por consultar un libro de texto
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de este curso. Concretamente, abrimos el texto de la Editorial Bruno, que introduce las
funciones en su capitulo 14 llamado «Funciones, tablas, graficas y probabilidad». El
capitulo comienza con una seccién dedicada a las coordenadas cartesianas. Es en su
seccién 2, llamada «Funciones: Interpretacion de graficas», donde primeramente se
introducen las funciones. Al principio de la seccion se plantea una situacion en la que se
representa en una grafica la paga de una nifia a lo largo de la semana. Lo primero que

aparece aqui que podriamos considerar como una definicion de funcion es lo siguiente

Una tabla de valores es una funcion lineal o de proporcionalidad directa si los valores
son directamente proporcionales. La constante de proporcionalidad directa se calcula
al dividir una cantidad cualquiera de la 22 magnitud entre la cantidad correspondiente
de la 12 magnitud.

En este caso esta forma de introducir las funciones si que es respetuosa con la
génesis histérica de la nocién. Ademas se comienza por el ejemplo mas sencillo de
funcién, que son las funciones lineales, y no que se da una definiciébn abstracta
incomprensible a ese nivel. Cabe notar también que aqui necesariamente se estan
entendiendo las variables como una modelizacion de cantidades que varian, ya que es
asi como se introducen cuando se estudia el tema de proporcionalidad, y ho como una

aritmética generalizada.

Aunque la nocién de variable va necesariamente ligada al concepto de funcion, el
mismo libro no hace por conectar las tres nociones: proporcionalidad, variables y
funciones. Esto es asi puesto que, en el capitulo 9, titulado «Ecuaciones de 1°" grado», la

introduccion de las variables es la de una aritmética generalizada.

Por cambiar de editorial y de curso, podemos consultar ahora el texto de la
Editorial Anaya para la asignatura «Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas»
de 3° de ESO. En primer lugar, resulta interesante que en la primera pagina del capitulo
se incluyen tres recuadros comentando la historia del concepto de funcién. El primero de
ellos trata de los «primeros acercamientos» a dicha nocién, comentando cémo ya los
antiguos astrénomos manejaban tablas de datos y obtenian relaciones entre variables.
Los demas recuadros centran la atencién en la figura de Galileo y finalmente atribuyen a

Euler la «definicion rigurosa» de funcion.

En la siguiente pagina incluyen unos parrafos introductorios sobre el concepto de
funcién y sobre la forma de presentar las funciones. Antes de continuar, huelga decir que
estas primeras paginas suelen ser las que en la practica nunca se leen en clase ni en
casa. Sin embargo, en esta introduccion se da una primera «definicion», pragmatica, de

funcién bastante acorde con su historia: «Las funciones son objetos matematicos muy
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utiles para expresar la relacion que existe entre dos o0 mas variables». Lo interesante de
esta definicién es que no introduce la artificiosa distincion entre variables independientes

y dependientes.

Cambiamos de etapa para ver de qué manera se introducen las funciones en
Bachillerato. Consultamos el texto de Matematicas | del itinerario de ciencias de la
Editorial Brufio. La definicion es esencialmente «la de siempre»: «Una funciéon es una
relacién entre dos variables de forma que a cada valor de la variable independiente, x, le
corresponde un unico valor de la variable dependiente, y». Resulta comico de todas
formas cémo en la primera pagina del capitulo dedicado al estudio de las funciones («8.
Funciones»), a modo de introduccion aparece el siguiente texto, que da una definicion
autorreferencial del concepto de funcion (la cursiva es del autor): «Las funciones estudian
las relaciones entre dos magnitudes, de forma que se puede determinar el

comportamiento de una de ellas en funcién de la otra».

Vamos a tomarnos ahora el lujo de pararnos a estudiar algunas de las definiciones
de funcién que se dan en los cursos de matematicas del primer afio de universidad. Para
ello, vamos a consultar dos de los manuales clasicos archiconocidos y usados en algun
momento de su primer afio de carrera por todos los estudiantes universitarios de ciencias

e ingenieria. Nos referimos a los Calculus, el de Spivak y el de Apostol.

El libro de Spivak es practicamente «matematico» y es sin duda una lectura muy
agradable para cualquiera que sepa matematicas. Sin embargo, sus propiedades
didacticas hacia alguien que no sea un matematico o un estudiante de matematicas son
cuestionables. Spivak por supuesto presenta la definicion «bourbakista» de funcion, algo

que es totalmente razonable si se entiende a qué publico va dirigido el libro.

El libro de Apostol es mucho mas interesante desde nuestro punto de vista. Para

empezar, en su prélogo Apostol afirma lo siguiente:

Parece que no hay acuerdo sobre lo que ha de constituir un primer curso de Caélculo y
Geometria Analitica. Unos sostienen que el camino verdadero para entender el
Calculo principia con un estudio completo del sistema de los numeros reales
desarrollandolo de manera légica y rigurosa. Otros insisten en que el Calculo es ante
todo un instrumento para los ingenieros y fisicos; y por consiguiente, que un curso
debe llevar a las aplicaciones del Calculo apelando a la intuicion, para después, por el
ejercicio en la resolucion de problemas, alcanzar destreza operatoria. En ambos
puntos de vista hay mucha parte de razén. El Calculo es una ciencia deductiva y una
rama de la Matematica pura. Al mismo tiempo es muy importante recordar que el
Calculo tiene profundas raices en problemas fisicos y que gran parte de su potencia y
belleza deriva de la variedad de sus aplicaciones. [...]

La disposicion de este libro ha sido sugerida por el desarrollo histérico y filosoéfico del
Calculo y la Geometria Analitica. Por ejemplo, se estudia la integracion antes de la
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diferenciacion. Aunque esta manera de ordenar la materia del curso sea poco
frecuente, es histéricamente correcta y pedagdgicamente adecuada. Ademas, es el
mejor camino para hacer patente la verdadera conexién entre la derivada y la integral.

Este libro, lejos de ser un libro de historia de las matematicas es un ejemplo de
cdmo, aunque sea a nivel universitario, puede conjugarse una introduccién rigurosa al
analisis matematico con una buena perspectiva histérica que no pierda de vista el origen
de los conceptos trabajados. Por eso, aunque la definicion formal de funciéon que da en la
pagina 63 es la «bourbakista», al menos no introduce esta definicion «como si hubiera
salido de la nada».

Finalmente, por hacer algo de contraste, vamos a ver como se transmite el
concepto de funcion, si es que se transmite de alguna manera, en un libro que no es de
matematicas, sino de fisica. El libro que hemos tomado como ejemplo es también uno de
los clasicos del primer afio de universidad, Fisica (para cientificos e ingenieros, en el

original en inglés), de Tipler.

A mi juicio en este libro la nocién de funcién se presenta, de forma mas o menos
implicita, en el capitulo 2, titulado «Movimiento en una dimensiéon». Para empezar,
merece la pena notar que, como hemos explicado antes, es precisamente en este
contexto en el que se origina el concepto de funcion. Este capitulo comienza presentando
la velocidad desde ejemplos con los que los estudiantes estan familiarizados. Lo bueno
cuando se consideran este tipo de ejemplos, es que no se impone necesariamente una
independencia del tiempo respecto de la posicidon, sino que lo que existe es una
codependencia entre ambas variables (mas aun, aunque resulte irrelevante para los
argumentos que se quieren dar aqui, la realidad fisica nos da la razon, ya que segun la
teoria de la relatividad el tiempo, lejos de ser una «variable independiente», no es sino

otra de las dimensiones del «espacio-tiempoy).

Mas adelante, tras haber trabajado en varios ejemplos las relaciones entre las

variables posicion y tiempo, se presenta una primera «funcién»:

En la figura se muestra un grafico de x en funcién de t para un movimiento arbitrario a

lo largo del eje x. Cada punto de la curva tiene un valor de x que localiza la particula

en un tiempo determinado y un valor t que representa el tiempo en el que la particula

estaba en dicha posicion.
Es en este contexto donde el concepto de funcidon se les aparece a los estudiantes casi
como una necesidad natural en su estudio. Otra de las ventajas de introducir asi las
funciones es que la «regla de la recta vertical», por la cual a cada valor de la variable

independiente soélo le puede corresponder un valor de la variable dependiente, aqui esta
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clara: una particula puede pasar dos veces por el mismo sitio, pero no puede estar en

dos sitios a la vez.

Reunimos las observaciones que hemos realizado en los distintos libros
considerados, respondiendo a las preguntas planteadas al inicio de este subapartado, en

la siguiente tabla:

Pregunta Bruino ESO |Anaya |Brufio Bach. |Spivak |Apostol |Tipler

¢,Se da la definicién

rigurosa del concepto de Si Si Si Si Si No
funcion?

¢, Se explica o hace
referencia a la génesis
histérica del concepto de No Si No No Si No

funcion?

¢,Se conciben las

variables como la
modelizacion de Si Si No No Si Si

cantidades?

¢, Se presenta una nocion

dinamica de las No No No No No si

variables?

¢ Se presenta una vision

de covariacion de las No No No No No Si

funciones?

Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje

Las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (THA) constituyen una herramienta de disefio
instruccional planteadas desde una perspectiva constructivista por Simon (1995). Lo que
se pretende con las THA es que los profesores, investigadores y desarrolladores del
curriculum disefien y utilicen distintas tareas matematicas para promover la ensefianza

de determinados conceptos.

La elaboracion de una THA consiste en realizar una prediccion de como se

desarrollara el aprendizaje de los alumnos de un cierto contenido de matematicas en
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funcién de sus conocimientos previos y en disefiar tareas que faciliten este aprendizaje.

Segun Simon (1995), una THA se construye en torno a tres elementos:
* el objetivo de aprendizaje,
* las tareas matematicas que se usaran para promover el aprendizaje y
* las hipotesis acerca del proceso de aprendizaje.

El uso del término «trayectoria hipotética» se debe a que lo que se realiza es una
prediccion de la trayectoria real de aprendizaje, que luego puede ser distinta. En palabras

de Simon (1995) —con traduccién del autor—:

Consideremos que has decidido dar la vuelta al mundo en barco para visitar lugares
que no has visto nunca. Uno no hace esto al azar (por ejemplo, ir a Francia, luego a
Hawaii y luego a Inglaterra), pero tampoco hay un itinerario determinado. Mas bien,
adquiririas el mayor conocimiento posible relevante para planear tu viaje. Entonces
elaboras un plan. Inicialmente podrias planear la excursion entera o sélo una parte.
Sales a navegar de acuerdo a tu plan. Sin embargo, debes ajustarte constantemente
a las condiciones que vas encontrando. [...] El camino que viajas es tu «trayectoria».
El camino que anticipas a cualquier punto es tu «trayectoria hipotética». (Simon,
1995, p. 136).

La analogia sugiere que en una THA el profesor no siempre persigue una sola
meta a la vez o que solo se considera una trayectoria. Mas bien, de lo que se trata es de
tener en cuenta la importancia de que haya una meta y unas decisiones de ensefianza
planeadas de forma racional. Lo que sugiere la nocion de THA mas concretamente es

que el desarrollo del proceso de ensefianza hipotético y el desarrollo de las actividades

de aprendizaje tienen una relacion de retroalimentacién, como se indica en la Figura 3.

Hypothetical
learning trajectory

Y

Teacher's
knowledge Teacher's
learning goal

¥

Teacher's plan for
learning
activities

¥

Teacher's
hypothesis of
learning process

A

Interactive

constitution
of classroom
activities

Assessment of
students'
knowledge

Figura 3: El ciclo de ensefianza.
Fuente: Simon (1995)
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Gbémez y Lupiafiez (2007) sugieren que las THA pueden utilizarse para el disefio
de unidades didacticas, mediante el método que ellos denominan analisis didactico. En
sus palabras: «el analisis didactico es un procedimiento ciclico que describe como el
profesor deberia idealmente disefiar, llevar a la practica y evaluar actividades de
ensefianza y aprendizaje». El analisis didactico consta de cuatro partes: el analisis de
contenido, el andlisis cognitivo, el analisis de instruccion y el analisis de actuacion.
Nosotros sélo nos centraremos en las dos primeras partes de este procedimiento. En el
analsis de contenido, el profesor selecciona los significados de un procedimiento
matematico relevantes para la planificacion de la instruccion. En el andlisis cognitivo, los
docentes deben realizar hipbtesis acerca de la capacidad de progreso de los estudiantes
en el desarrollo de la instruccion. Gomez y Lupianez (2007, p. 84) proponen cinco

elementos en los que la descripcion del progreso de los estudiantes debe fundamentarse:
1. las capacidades que los escolares tienen antes de la instruccion,

2. las capacidades que se espera que los escolares desarrollen con motivo de la

instruccion,
3. las tareas que conforman la instruccion,
4. las dificultades que los escolares pueden encontrar al abordar estas tareas, y
5. las hipotesis sobre los caminos por los que se puede desarrollar el aprendizaje.

Para Gomez y Lupiafiez (2007), la nocién de capacidad tiene una definicion
precisa: «utilizamos este término para referirnos a la actuacion de un estudiante con
respecto a cierto tipo tarea. [...] Afirmaremos que un individuo ha desarrollado una cierta

capacidad cuando él puede resolver tareas que la requieren».

Los dos primeros elementos del analisis didactico requieren recopilar informacion
acerca de lo que los estudiantes son capaces de hacer antes del proceso de ensefanza y
aprendizaje y de lo que se espera que ellos sean capaces de hacer después. Para poder
vincular la planificacion a nivel local y a nivel global, Gémez y Lupiafiez (2007) sugieren
considerar la nocidon de competencia, en linea con las ideas propuestas en el Proyecto
PISA (OCDE, 2004).

En este trabajo va a disefiarse una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para el
trabajo del concepto de funcién. Para el disefio seguiremos el método del analisis
didactico propuesto por Goémez y Lupiafez (2007). Queremos entonces disefar vy
organizar una serie de actividades para trabajar las funciones que posteriormente pueda

llevarse al aula y corregirse en base al trabajo desarrollado por los estudiantes.
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3. Objetivos

Nuestro trabajo consiste en el desarrollo de una propuesta para trabajar el concepto de
funcion en varios cursos de Secundaria. Exponemos a continuacion los objetivos

generales y especificos que pretendemos alcanzar:
Objetivos generales

* Desarrollar una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para un primer tema de

funciones en la ESO.

» Disefiar esta Trayectoria Hipotética de Aprendizaje en el marco tedrico de la
covariacién instrumentada propuesto por Arzarello (2019) mediante el manejo de

un software de geometria dinamica.
Objetivos especificos

* Desarrollar una concepcion de las variables como la modelizacion de cantidades

fisicas (o de otra indole) que varian.

e Fomentar el uso de las variables como simbolizacion de relaciones funcionales

(entendido en el marco de la teoria 3UV).

» Trabajar las diferentes formas que existen para determinar una funcion

(expresiones analiticas, graficas y tablas de valores) y las relaciones entre ellas.

* Transmitir cual es el sentido fisico de la «regla de la recta vertical» y mostrar que
en ciertas situaciones puede ser interesante considerar «funciones

generalizadas» que no cumplan esta regla.

* Fomentar una visién de las funciones como proceso.
 Fomentar una vision de las funciones como covariacion.

» Trabajar la construccion de objetos multiplicativos a partir de la co-variacién de

varias variables.

» Trabajar con familias de funciones dependientes de un parametro y conseguir

englobarlas y visualizarlas en un objeto multiplicativo.

Para el desarrollo de esta THA nos serviremos del método de analisis didactico de
Gbémez y Lupidiez (2007). Idealmente, para el desarrollo de una THA se requeriria una

larga experiencia en el aula, un analisis previo del alumnado y una readaptacion de la
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trayectoria a medida que el alumnado avanza en el proceso de ensefianza y aprendizaje.
En este trabajo es necesario simplificar este procedimiento, centrandonos sélo en las dos
primeras partes del analisis didactico, como hemos explicado antes. Asi, asumiremos
algunos conocimientos previos genéricos esperables de los alumnos al nivel que
trabajemos, en base al curricuum (MECD, 2014), y sugeriremos algunas
reconfiguraciones de la trayectoria propuesta segun algunos casos que anticipamos que

podrian darse.
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4. Metodologia

En esta seccién vamos a describir la metodologia a seguir en este trabajo. Siguiendo el
método de analisis didactico de Gémez y Lupianez (2007), realizaremos en primer lugar
un analisis de los contenidos a trabajar, seguido de un analisis cognitivo, que tendra en
cuenta las capacidades previas necesarias y las capacidades que se desean desarrollar.
Concluimos la seccién con una descripcion del material que se pretende utilizar para el
diseno de las actividades, concretamente, especificaremos qué software de geometria

dinamica vamos a emplear y con qué fin.

Analisis de contenido

Como ya hemos explicado antes, el tema de funciones aparece en todos los niveles de la
Educacion Secundaria y Bachillerato y diversas trayectorias de aprendizaje podrian
disefiarse para cualquiera de sus cursos. Sin embargo, no queremos acogernos a los
contenidos concretos de uno de los cursos concretos, ya lo que queremos es trabajar de
forma genérica la concepcién que tienen los estudiantes de las funciones, sin necesidad
de profundizar en los contenidos curriculares concretos como puede ser el estudio de la
continuidad, la monotonia, la derivabilidad, etc. Asi, los contenidos trabajados en esta
THA seran unos contenidos genéricos relativos a las funciones, para ensefarse en un
primer tema de introduccion a las funciones en la ESO y que podemos seleccionar de los
programas de las distintas asignaturas de Matematicas que se presentan en el curriculum
(MECD, 2014).

Concretamente, presentamos a continuacion una lista de los contenidos

curriculares que se quieren trabajar:

* El concepto de funcion: Variable dependiente e independiente. Formas de

presentacién (lenguaje habitual, tabla, gréafica, férmula).

* Anadlisis y descripcién cualitativa de graficas que representan fendmenos del

entorno cotidiano y de otras materias.

* Andlisis de una situacion a partir del estudio de las caracteristicas locales y

globales de la grafica correspondiente.

* Analisis y comparacion de situaciones de dependencia funcional dadas mediante

tablas y enunciados.
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« Utilizacibn de modelos lineales para estudiar situaciones provenientes de los
diferentes ambitos de conocimiento y de la vida cotidiana, mediante la confeccion

de la tabla, la representacion grafica y la obtencion de la expresién algebraica.

* Interpretacion de un fenémeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o

expresion analitica. Analisis de resultados.

* Estudio de otros modelos funcionales y descripcion de sus caracteristicas, usando

el lenguaje matematico apropiado. Aplicacién en contextos reales.

* Funciones lineales. Calculo, interpretacion e identificacion de la pendiente de la
recta. Representaciones de la recta a partir de la ecuacién y obtencién de la

ecuacion a partir de una recta.

* Funciones cuadraticas. Representacion grafica. Utilizacion para representar

situaciones de la vida cotidiana.

e La tasa de variacion media como medida de la variacidon de una funcién en un

intervalo.

Como se ha afirmado antes, esta lista de contenidos es una seleccion de entre todos los
cursos de la ESO de los contenidos concernientes al temario de funciones tal y como

aparecen en el curriculum oficial (MECD, 2014).

Analisis cognitivo

Capacidades previas

Puesto que las funciones se empiezan a estudiar ya en 1° de ESO, las capacidades
previas que asumiremos seran las relativas a estos niveles. Concretamente, partiremos
de la base de que el alumno tiene familiaridad con el concepto de proporcionalidad
(inversa y directa) y que ha estudiado los conceptos basicos del algebra. También es
conveniente, aunque no necesario, para tener un abanico mas amplio de ejemplos con
los que trabajar, tener una base de geometria, concretamente, conocer las técnicas de
calculo de areas y perimetros para formas geométricas sencillas, que se estudia ya en 1°
de ESO.

En cualquier caso, la trayectoria propuesta es facilmente adaptable a diferentes
niveles de la educacién secundaria, de modo que pueden modificarse ligeramente las
capacidades previas para incluir tareas similares pero que requieran de alguna capacidad

mas. Nos referimos por ejemplo al trabajo con funciones trigonométricas como un caso
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posible de funcion con el que tratar (y en consecuencia, por ejemplo, al manejo de

circunferencias), que requieren conocimientos previos de trigonometria basica.

Capacidades a desarrollar

En cuanto a las capacidades a desarrollar, de forma similar a como hicimos con el
contenido, haremos una seleccién de los estandares de aprendizaje planteados en los
temas relativos a las funciones de los distintos cursos de la ESO, tal y como vienen

descritos en el curriculum oficial (MECD, 2014).

Por otra parte, de acuerdo con el marco tedrico que hemos expuesto previamente,
consideraremos otro tipo de capacidades, no necesariamente curriculares, sino
complementarias con estas y asociadas a una perspectiva covariacional de las funciones
(siguiendo el marco de covariacion y de la visualizacidn de las funciones como proceso, y
centrandonos en la idea de objeto multiplicativo) y a una concepcion de las variables
como herramienta de simbolizacion funcional y de modelizacién (siguiendo las
propuestas de la teoria 3UV y de la TAD). Englobaremos esta serie de capacidades con
la etiqueta de capacidades asociadas al marco teérico para distinguirlas de las

capacidades que estan incluidas de forma explicita en el curriculum.
A) Enumeramos a continuacion las capacidades curriculares a desarrollar:

1. Pasar de unas formas de representacion de una funcion a otras y elegir la mas

adecuada en funcion del contexto.

2. Reconocer si una gréfica representa o no una funcién. (Desde nuestro punto

de vista, mas bien: «Conocer y saber aplicar la “regla de la linea vertical”»).

3. Interpretar una grafica y analizarla, reconociendo sus propiedades mas

caracteristicas.

4. Reconocer y representar una funcion lineal a partir de la ecuacién o de una
tabla de valores, y obtener la pendiente. Obtener la ecuacion a partir de la

tabla de valores o de la grafica.

5. Escribir la ecuacién correspondiente a la relacion lineal existente entre dos

magnitudes y representarla.

6. Representar graficamente funciones polindmicas de grado dos y describir sus

caracteristicas.
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7. ldentificar y describir situaciones de la vida cotidiana que puedan ser
modelizadas mediante funciones lineales o cuadraticas, estudiarlas vy

representarlas, usando medios tecnoldgicos cuando sea necesario.
B) Enumeramos ahora las capacidades asociadas al marco teérico:

1. Ser capaz de utilizar las variables para modelizar cantidades fisicas o, en
general, cantidades que aparecen en situaciones de la vida cotidiana en un
estado de variacion. (Esta capacidad esta por supuesto altamente relacionada

con la capacidad A7).

2. Simbolizar relaciones funcionales por medio de variables a partir de los datos

de un problema.

3. Dominar las diferentes formas de determinacién de una funcién (expresiones
analiticas, graficas y tablas de valores) y las relaciones entre ellas. (Coincide

con la A1).

4. Entender el sentido fisico de la «regla de la recta vertical» y saber como y

cuando hay que aplicar dicha regla. (Coincide con la A2).

5. Visualizar las funciones como un proceso de entrada-salida que define una
asignacién «simultanea» de un conjunto de valores de entrada a un conjunto

de valores de salida.

6. Coordinar la variacion de dos variables en la construccién de un objeto

multiplicativo.

Material
Siguiendo las propuestas de Arzarello (2019) el material principal usado en las
actividades que disefiemos para nuestra Trayectoria Hipotética de Aprendizaje sera un

entorno de geometria dinamica, concretamente GeoGebra.

Un entorno de geometria dinamica es un programa informatico que permite crear
y manipular construcciones geométricas. En la mayoria de este tipo de programas, uno
puede empezar una construccion definiendo unos pocos puntos y usarlos para construir
nuevos objetos como lineas, circulos u otros puntos. Tras hacer una construccién, los
puntos con los que se empezd pueden moverse y la construccion cambia acordemente;
de ahi el nombre «geometria dinamica». Creo que no hace falta resaltar el hecho de que
la idea de covariacion esta arraigada en la propia esencia de cualquier entorno de

geometria dinamica.
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GeoGebra (2018) es un software de matematicas que a dia de hoy incluye
herramientas aptas «para todo nivel educativo» y que «reune dinamicamente geometria,
algebra, estadistica y calculo en registros graficos, de analisis y de organizacion en hojas
de célculos», segun se afirma en su pagina web. Originalmente, GeoGebra fue planteado
como un entorno de geometria dinamica (DGE) en el trabajo de fin de master de
Hohenwarter (2002). En los afos siguientes, GeoGebra gand varios premios
internacionales y se hizo muy popular en todo el mundo. Desde entonces, se han
incorporado muchas caracteristicas como la capacidad de trabajar con figuras en 3D

(GeoGebra 3D) o un sistema de algebra computacional (CAS).

Se trata entonces entonces de desarrollar una serie de actividades guiadas para
los estudiantes en las que manipulen varios objetos en GeoGebra, tanto en las versiones
2D como 3D. En particular, unos de los objetos clave que queremos que manipulen son
los deslizadores. Entendemos que los deslizadores ofrecen una buena forma de
modelizar y visualizar las variables, especialmente en las versiones modernas de

GeoGebra que permiten hacerlos moverse automaticamente.

Los dos motivos por los que hemos decidido emplear GeoGebra para el desarrollo
de las actividades aqui planteadas frente a otros DGEs han sido su popularidad y el
hecho de que, aunque, de acuerdo con la definicion que da la Free Software Foundation
(2019), no sea estrictamente software libre —«concretamente, la documentacion,
paquetes de idioma e instalador se distribuyen con una licencia Creative Commons
Attribution-NonCommercial-NoDerivs 3.0, que no permite distribuir modificaciones ni su
uso en aplicaciones comerciales» (Abanades, Botana, Escribano y Tabera, 2009)—, el
motor que realiza los calculos si que lo es (tiene una licencia GNU GPL) y en cualquier
caso es un software gratuito y de cddigo abierto. En cuanto a la popularidad de
GeoGebra, merece la pena destacar que entre los muchos idiomas a los que se
encuentra traducido se encuentran, a parte del espanol, todas las lenguas oficiales del
estado, lo que lo hace especialmente interesante para su uso en el sistema educativo
espanol. Por otra parte, existen muchos argumentos a favor del uso exclusivo de software

libre en la educacion, por ejemplo, reproducimos aqui las palabras de la FSF (2016):

La libertad del software asume un rol de fundamental importancia en el ambito
educativo. Las instituciones educativas de todos los niveles deben utilizar y ensefiar
exclusivamente software libre porque es el Unico que les permite cumplir con sus
misiones fundamentales: difundir el conocimiento y ensefiar a los estudiantes a ser
buenos miembros de su comunidad. El cédigo fuente y los métodos del software libre
son parte del conocimiento humano. Al contrario, el software privativo es
conocimiento secreto y restringido y, por lo tanto, se opone a la mision de las
instituciones educativas. El software libre favorece la ensefianza, mientras el software
privativo la prohibe.
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5. Resultados

Procedemos ahora a analizar los resultados del trabajo realizado. Vamos a describir las
tareas disefiadas y los motivos por los que se han disefiado de esta manera. Los
enunciados de las tareas al completo se encuentran en el Anexo. Dentro de cada
actividad, en el subapartado correspondiente a capacidades detallamos qué ejercicio
dentro de cada actividad va asociado al desarrollo de qué capacidades curriculares y

asociadas al marco teorico.

Actividad 1: De viaje por la A-1

Motivacion

Las funciones lineales constituyen el primer ejemplo de funcidon que los estudiantes
trabajan con profundidad a lo largo de su carrera académica. Especialmente en primero
de ESO, este tipo de funciones se presentan en gran proximidad temporal al algebra
elemental y a la teoria de proporcionalidad, constituyendo realmente estas tres unidades

las partes de un todo indivisible.

Partiendo de la base de que el alumnado ha estudiado la proporcionalidad directa
en esta actividad se intenta explotar al maximo sus conocimientos sobre dicho tema,
comenzando por plantearle un ejercicio que bien podria haber hecho al estudiarlo. El
hecho de comenzar el estudio de las funciones desde un problema que puede haber
resuelto en otro contexto puede ayudar al alumno a ver cémo las variables aparecen de
forma natural a la hora de modelizar ciertas cantidades en problemas cotidianos. Se esta
trabajando por tanto en esta actividad una concepcion de las variables como

modelizacion.

Por otra parte, mediante el uso de deslizadores, se invita al estudiante a modelizar
en GeoGebra las distintas variables del problema, a priori sin imponer ninguna relacién
entre ellas. Es decir, en principio no se hace una distincion entre variable dependiente e
independiente. Mas aun, esta distincion realmente no se explicita en todo el ejercicio, ya

que de hecho la eleccién es un puro convenio.

Al estar familiarizados con la nocién de proporcionalidad, los alumnos son
capaces de calcular la constante de proporcionalidad directa. Aqui entran directamente
las funciones. Si los alumnos saben calcular la constante de proporcionalidad, entonces
ya saben cémo relacionar ambas variables para obtener una funcion. Asi, hemos llegado

a las funciones desde un punto de vista esencialmente covariacional.
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Finalmente, la simplicidad del problema da lugar al trabajo con las diferentes
expresiones de una funcion, para lo que GeoGebra ofrece muchas facilidades. En

particular, se puede trabajar en detalle con la tabla de valores.

Capacidades
En la Tabla 3 relacionamos cada ejercicio de la Actividad 1 con las capacidades

curriculares y las capacidades asociadas al marco teérico que se desarrollan en él.

Tabla 3: Capacidades desarrolladas en los ejercicios de la Actividad 1

L . . Capacidades asociadas al
Ejercicios Capacidades curriculares . .
marco teorico
1,2,3,7 A1, A4 B3
4 A1, A4 B1, B3
5 A1, A4, A5, A7 B1, B2, B3
6 A1, A4, A5, A7 B1, B2, B3, B5
8 A2, A3 B4

En la Figura 4 detallamos la trayectoria de aprendizaje que se produce entre los
distintos ejercicios que componen la actividad, donde puede observarse claramente en
qué orden se van trabajando las distintas capacidades curriculares y las capacidades

asociadas al marco teorico.
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Figura 4: Trayectoria hipotética asociada a la Actividad 1

Descripcion

Esta tarea puede ser realizada con alumnos de cualquier nivel de la Educaciéon
Secundaria, aunque creemos que se aprovechara al maximo con alumnos de 1° de ESO.
El ejercicio consiste en el estudio de un viaje desde Madrid hasta Burdeos por la autovia
A-1, suponiendo que se realiza a una velocidad constante y tomando como puntos de
referencia las ciudades principales a las que se aproxima el trayecto: Burgos, Vitoria y

San Sebastian.
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En primer lugar, se les dan como dato las distancias a cada una de estas ciudades
y a Burdeos y el tiempo en llegar a Burgos y se les plantea el sencillo ejercicio de calcular
los tiempos a cada una de las demas ciudades. Se les pide que organicen la informacion

en una tabla, trabajando asi ya una de las formas de ver las funciones.

Seguidamente, se pide a los alumnos que representen los distintos pares
(Tiempo,Distancia) que han obtenido usando GeoGebra para que se den cuenta de que
los puntos estan alineados. La idea de covariacién se introduce al pedirles que modelicen
las variables en juego por medio de deslizadores y que impongan la relacion funcional
dada por la constante de proporcionalidad. Representando los valores de los
deslizadores y activando el rastro obtienen la gréafica de la funcién, que luego pueden
obtener de otra forma representando la funcion directamente. Esto fomenta una detallada

transicion de una vision de accién a una vision de proceso.
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Figura 5: Gréfica de una funcion lineal obtenida de varias formas con
GeoGebra

Finalmente, se les propone un ejercicio para que por ellos mismos sean capaces
de descubrir la «regla de la linea vertical». La idea es sencilla, el coche no puede estar en

dos sitios a la vez.

Actividad 2: Un lanzamiento vertical

Motivacion

Tras el trabajo con funciones lineales, el siguiente ejemplo de funcién viene dado por las
funciones cuadraticas. Hay multitud de situaciones que pueden ser modelizadas por
funciones cuadraticas, pero una de las mas cotidianas, con la que los alumnos tendran
mas familiaridad y que de hecho estudian en la asignatura de Fisica y Quimica de 2° de

ESO (MECD, 2014), es la de los movimientos verticales bajo la accion de la gravedad.
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Esta tarea sigue una estructura muy similar a la anterior, con la gran diferencia de
que ahora se trabajan funciones cuadraticas en vez de funciones lineales. Otra diferencia
importante es que ahora se les pide a los alumnos calcular dos propiedades matematicas
de la funcién como son su extremo y el punto de corte con el eje OX, aunque introducidas
estas propiedades de forma totalmente fisica (el punto de mas altura del objeto lanzado y
el instante en que vuelve a caer a nuestras manos). Creemos que estos calculos pueden
realizarse incluso a nivel de 1° de ESO con una buena guia por parte del profesor, y no

deberian presentar ningun problema a niveles a partir de 2°.

Capacidades
En la Tabla 4 relacionamos cada ejercicio de la Actividad 2 con las capacidades

curriculares y las capacidades asociadas al marco teérico que se desarrollan en él.

Tabla 4: Capacidades desarrolladas en los ejercicios de la Actividad 2

L . . Capacidades asociadas al
Ejercicios Capacidades curriculares . .
marco teodrico
1 A1, A6, A7 B1, B2, B3, B5
A1, A3, A6, A7 B1, B2, B3, B5
A1, A3, A6, A7 B1, B2, B3, B5, B6

En la Figura 6 detallamos la trayectoria de aprendizaje que se produce entre los

distintos ejercicios que componen la actividad.

.
B

Figura 6: Trayectoria hipotética asociada a la Actividad 2

Descripcion
El ejercicio consiste en el estudio del movimiento de un balén que hemos lanzado en un
perfecto tiro vertical. Se da como dato la velocidad inicial en metros por segundo y se

asume que la aceleracion de la gravedad es igual a 10 m/s?.
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Se pide al estudiante calcular la altura maxima que alcanzara el balén asi como el
tiempo que tardara en volver a nuestras manos. Estos datos se usaran para establecer
los limites de unos deslizadores que construimos a continuacion. De manera analoga a la
actividad anterior, se construyen deslizadores representando la altura y el tiempo y se
impone la relacion entre ellos dada por la solucién del movimiento. Igual que antes, se
obtiene la figura como el rastro de un punto movil y también como una grafica

representada por GeoGebra.
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+
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Figura 7: Gréfica de una funcién cuadratica obtenida de varias formas

Actividad 3: Un tiro a canasta

Motivacion

En esta actividad se combinan las dos anteriores, entrando en juego con toda su potencia
la idea de covariacion. Esta vez las funciones seran construidas por dos cursos
operatorios que confluiran en uno solo, consolidandose asi el entendimiento del concepto
de funcion.

Se manejan ahora esencialmente tres variables, el tiempo, la altura y la distancia
horizontal, que entran en juego en el tipico tiro parabdlico. Las tres variables seran
modelizadas por deslizadores de forma similar a como se ha hecho en las actividades
anteriores. La gran diferencia ahora es que, mientras que las relaciones entre el tiempo y
las otras dos variables si que estaran impuestas por nosotros, no sera asi para la relacién
entre la altura y la distancia horizontal. Aparece asi la nocién de covariacion como

«funciones paramétricas», tal y como observan Oehrtman, Carlson y Thompson (2008).
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La relacion entre la altura y la distancia horizontal sera en primer lugar visualizada
graficamente en GeoGebra mediante la variacion de deslizadores y posteriormente
calculada por los estudiantes. Cuando representen la férmula calculada, los estudiantes
observaran cémo la grafica obtenida coincide con la figura anterior, asistiendo asi a una

confluencia de cursos operatorios.

Finalmente, es en esta actividad donde se empieza a sacar provecho de las
capacidades de GeoGebra 3D. La posibilidad de introducir el tiempo como una variable
visualizable mas permitira ver el movimiento como un objeto multiplicativo que engloba el
movimiento de ambas variables. Mas aun, las proyecciones a cada uno de los planos

ofreceran graficas similares a las obtenidas en las actividades anteriores.

Capacidades
En la Tabla 5 relacionamos cada ejercicio de la Actividad 3 con las capacidades

curriculares y las capacidades asociadas al marco teérico que se desarrollan en él.

Tabla 5: Capacidades desarrolladas en los ejercicios de la Actividad 3

L . . Capacidades asociadas al
Ejercicios Capacidades curriculares ..
marco teodrico
1 - B1
2 A1, A4, AG, A7 B1, B2, B3, B6
3,4 A1, A4, A6, A7 B1, B2, B3, B5, B6

En la Figura 8 detallamos la trayectoria de aprendizaje que se produce entre los

distintos ejercicios que componen la actividad.

AEZ -JEE  ¥iB6
| “B5|

Figura 8: Trayectoria hipotética asociada a la Actividad 3

Descripcion
El ejercicio consiste en el estudio de un tiro a canasta. Se dan como dato las velocidades
iniciales en las direcciones vertical y horizontal y de nuevo se asume que el valor de la

aceleracion de la gravedad es de 10 m/s% Se les ofrecen también a los alumnos las
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férmulas que describen el movimiento, que son por supuesto dos ecuaciones similares a

las que han trabajado en las actividades previas.

Se les pide ahora que construyan tres deslizadores, correspondientes al tiempo, a
la distancia vertical y a la distancia horizontal. Igual que en la actividad anterior, se les
pide que calculen los extremos que deben fijar para estos deslizadores. Se representa en

el plano el punto (Distancia horizontal, Distancia vertical).

Seguidamente, por medio de las féormulas del movimiento, se imponen las
relaciones entre el deslizador del tiempo y los otros dos deslizadores. Al mover el
deslizador del tiempo y mostrar el rastro se obtiene una figura correspondiente a la

relacion entre las distancias horizontal y vertical.

Se pide entonces a los alumnos que obtengan esa relacibn a mano y que
posteriormente la representen. Los alumnos obtienen una gréafica que se corresponde con

la figura que obtuvieron antes.
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O fy—2:-2/5%
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Figura 9: Grafica de un tiro parabdlico

Finalmente, usando la Graficadora 3D, se les pide que representen el punto
(Tiempo, Distancia horizontal, Distancia vertical), introduzcan las relaciones y muevan los
deslizadores, activando el rastro. Se les pide observar la figura formada y rotar la vision

para que recuperen las graficas de las relaciones entre cada par de variables.
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Figura 10: La covariacion de las tres variables visualizada en un entorno tridimensional

Variante

En cursos mas avanzados puede usarse el mismo tipo de actividad para trabajar el
movimiento circular.

T=02 : {
Q 0 - 10
X = cos(27 T) : ‘
— 0.29
Y = sen(2 7 T)
— 0.96
@ A=Y

— (029, 0.96, 0.2)

Actividad 4: Un tiro a canasta Il. Entendiendo los parametros
Motivacion
Esta actividad trata de explorar el concepto de funcién paramétrica o, al menos, el papel

que juegan los parametros de las funciones, desde la modelizacion de una situacion

habitual, la de un tiro a canasta, pero (esta vez si) con la intencion de encestar.

En este caso, a parte de las variables habituales, tendremos dos deslizadores

extra correspondientes a los posibles valores que puede tomar la velocidad inicial.
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Variando estos deslizadores se pretende mostrar cémo el cambio de los parametros
afecta a la funcién en su conjunto y cobmo podemos fijarnos en la funcién para seleccionar
unos determinados parametros frente a otros. En este caso el criterio de seleccién esta

determinado por la canasta.
De nuevo, usando GeoGebra 3D, vuelven a integrarse variables y parametros en

un objeto multiplicativo que las engloba, que en esta ocasién sera una peculiar superficie.

Capacidades
En la Tabla 6 relacionamos cada ejercicio de la Actividad 4 con las capacidades

curriculares y las capacidades asociadas al marco teérico que se desarrollan en él.

Tabla 6: Capacidades desarrolladas en los gjercicios de la Actividad 4

L . . Capacidades asociadas al
Ejercicios Capacidades curriculares .
marco teorico
1 - B1
2 AG, A7 B1, B5
3,4 A3, A6, A7 B1, B5, B6

En la Figura 11 detallamos la trayectoria de aprendizaje que se produce entre los distintos

ejercicios que componen la actividad.
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Figura 11: Trayectoria hipotética asociada a la Actividad 4

Descripcion

El ejercicio consiste en el estudio de un tiro a canasta. La diferencia con la actividad
anterior es que esta vez la velocidad inicial no se da como dato sino que no se especifica.
De nuevo, se le ofrecen a los alumnos las férmulas que describen el movimiento, y esta

vez se les facilita el célculo de la relacion entre las distancias vertical y horizontal.
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Puesto que la velocidad inicial no se especifica, los posibles valores de ésta se
representan por medio de dos deslizadores, correspondientes a las velocidades iniciales
vertical y horizontal. Se pide entonces representar la grafica de la relacién entre las

distancias vertical y horizontal en funcién de los dos deslizadores.

Para afadir un criterio de seleccidn de trayectorias se les pide a los alumnos que
definan un punto del plano que correspondera a la canasta. Mediante el desplazamiento
de los deslizadores, se sugiere al alumno que seleccione trayectorias que proporcionen

una canasta.
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Figura 12: Seleccién de trayectorias

Finalmente, se le da otra perspectiva al ejercicio por medio de GeoGebra 3D. Se
fila una de las componentes de la velocidad y la otra se modeliza por medio de un
deslizador v, se representa entonces en la Graficadora 3D la curva (Distancia horizontal,
Distancia vertical, v). Activando el rastro, se obtiene una superficie que engloba todas las

posibles curvas que pueden obtenerse para diferentes valores del parametro v.

v =0.97
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Figura 13: Superficie que engloba a toda la famila de curvas
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Variante

En cursos mas avanzados puede usarse el mismo ejercicio para trabajar la dependencia

de los parametros en otras funciones mas avanzadas, como por ejemplo, en una funcion

trigonomeétrica.
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Propuesta de implementacion

A partir de las actividades propuestas hemos conseguido completar el disefio de una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. En esta trayectoria se detallan las capacidades
trabajadas en cada una de las actividades y el orden en el que estas capacidades se van

desarrollando a lo largo del proyecto de ensefianza y aprendizaje.

En la Figura 14 se presenta el diagrama de flujo de la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje, donde se concreta el orden de las capacidades curriculares y las

capacidades asociadas al marco teérico desarrolladas.

Figura 14: Diagrama de flujo de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje planteada. Las flechas en
color Naranja corresponden a la Actividad 1, las flechas en color Rojo corresponden a la Actividad 2,
las flechas en color Azul corresponden a la Actividad 3 y las flechas en color \/erde corresponden a la
Actividad 4.

48



6. Conclusiones

En esta ultima seccion se recogen las conclusiones en relacion a los objetivos
planteados, las limitaciones del estudio, las perspectivas de futuro y las conclusiones

respecto al desarrollo profesional como profesor.

Conclusiones en relacion a los objetivos

Los objetivos generales propuestos eran:

» Desarrollar una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para para un primer tema de

funciones en la ESO.

» Disefiar esta Trayectoria Hipotética de Aprendizaje en el marco tedrico de la
covariacion instrumentada propuesto por Arzarello (2019) mediante el manejo de

un software de geometria dinamica.

El primero de los objetivos se ha cumplido, ya que se ha realizado un analisis de
contenido y un analisis cognitivo de las capacidades previas asumidas y de las
capacidades a desarrollar. La THA ha sido detallada en las actividades disefiadas para
trabajar en el aula. En cualquier caso, consideramos que para completar un ciclo de
ensefanza tal y como lo plantea Simon (1995) habria sido necesario un trabajo en el
aula, tanto de determinacién concreta de los conocimientos del alumnado con el que se
trabaja como de un analisis de instruccion y un analisis de actuacién que pudieran

realimentar la THA planteada.

Consideramos por otra parte que el objetivo de disefar la THA bajo el enfoque de
la covariacion instrumentada si que ha sido satisfecho. De hecho, ha sido este marco
tedrico el que ha motivado el uso de GeoGebra y la construccion de las tareas tal y como
se ha realizado. El uso reiterado de deslizadores y la construccion aprioristica de las
variables, para sélo después imponer las relaciones funcionales ha estado guiada en todo

momento por la idea de covariacion.

En relacion a los objetivos especificos precisamos en qué medida se ha llevado la
consecucion de los mismos. El contexto en el que se plantean todos y cada uno de los
ejercicios propuestos hacen que el primero de los objetivos, relativo a la concepcién de
las variables como modelizacion se vea automaticamente satisfecho: en todos los
ejercicios se trata de usar las variables para la modelizacion de magnitudes fisicas y este

objetivo se trabaja de forma especifica al desarrollar las capacidades A7 y B1.
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El segundo objetivo, relativo al uso de las variables como simbolizacion de
relaciones funcionales ha sido satisfecho, ya que la forma en que se han ido utilizando las
férmulas para establecer ligaduras entre los deslizadores motiva un uso de las variables
para la simbolizacion de las relaciones funcionales. De nuevo, este objetivo se ve

cumplido por el desarrollo de la capacidad B2.

La actividad 1 plantea explicitamente un ejercicio llamado a reflexionar sobre la
«regla de la recta vertical». Explicitamente, el objetivo relativo a la «regla de la recta

vertical» se satisface con el desarrollo de la capacidad A2=B4.

Se entiende, a la vista de las trayectorias construidas, que la visién de las
funciones como proceso y como covariacion ha sido trabajada a lo largo de todas las
actividades y de hecho ha sido la referencia para su construccion, de modo que podemos
dar también esos objetivos por cumplidos. Concretamente, estos objetivos estan

relacionados con el desarrollo de las capacidades BS y B6.

A su vez, el uso de GeoGebra 3D ha sido introducido con el motivo especifico de
trabajar la construccion de objetos multiplicativos, haciendo que se cumpla también ese
objetivo, trabajado explicitamente en la capacidad B6. Finalmente, la actividad 4 esta

dirigida explicitamente al manejo de familias dependientes de un parametro.

En conclusién, podemos dar todos y cada uno de los objetivos especificos por
cumplidos, al menos en cuanto al disefio de actividades se refiere. Quedaria en todo
caso, igual que con los objetivos generales, la aplicacion de la THA al trabajo en el aula
para completarla con la experiencia de ese trabajo y asi cerrar el ciclo de ensehanza de
Simon (1995).

Limitaciones del estudio

A causa de la pandemia COVID-19 causada por el coronavirus SARS-CoV-2, el 11 de
marzo de 2020 se suspendieron las clases en todos los institutos de la Comunidad de
Madrid y el 14 de marzo se decreté el Estado de Alarma en toda Espafia, que aun sigue
vigente a la fecha en que se estan escribiendo estas palabras. Esto ha provocado que el
trabajo que ya se estaba realizando en el centro de practicas no haya podido ser

continuado y finalizado como uno desearia.

En particular, la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje aqui desarrollada, que yo
esperaba llevar al aula (al menos alguna de sus actividades) con algunos alumnos de las
asignaturas que estaba impartiendo en el Practicum para después estudiar

cuidadosamente los resultados obtenidos, simplemente no pudo realizarse.
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Futuras lineas de accién

De cara a futuras lineas de trabajo y actuacion en el mismo tipo de cuestiones, tenemos
una serie de propuestas teodricas y practicas. En cuanto a las propuestas practicas, en
primer lugar, del propio desarrollo de este trabajo se deduce una clara continuacién
practica: la implementacién en el aula de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje aqui
disenada y su reconfiguracion en base a la experiencia obtenida, cerrando asi el ciclo de
ensefanza. Como segunda propuesta, se sugiere la implementacién de la THA planteada
con algunas de las variaciones aqui comentadas, por ejemplo considerando un abanico
mas amplio de funciones, con situaciones mas generales, que puedan ser de mas interés

en los cursos avanzados de la ESO que las funciones lineales y cuadraticas.

Mas alla de estas propuestas inmediatas, creemos que el marco de la covariacion
instrumentada da aun mucho juego para el planteamiento de diversas actividades y para
la construccion de otras Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje. Asi, consideramos que
pueden desarrollarse actividades similares en GeoGebra y también usando otro tipo de

materiales manipulativos que permitan trabajar el razonamiento covariacional.

Como propuesta tedérica consideramos que es interesante la exploracion de la
relacion entre las funciones tal y como se trabaja con ellas en matematicas y las
funciones en informatica y programacién. En los ultimos afios esto ha tomado especial
relevancia con la introduccion de temario de programacion en el curriculum (MECD,
2014) de las asignaturas de Tecnologia de la ESO, particularmente con el
software/lenguaje de programacion Scratch, desarrollado por el Grupo Lifelong
Kindergarten del MIT Media Lab. Scratch forma parte del curriculum de la educacién
secundaria, al menos en la Comunidad de Madrid, desde la asignatura Tecnologia,
Programacion y Robdtica de 1° de ESO. Esto quiere decir que al alumnado del instituto
ahora se le presenta una nocion de funciéon en otro contexto adicional, lo que da cierta
potencialidad aprovechable por los profesores a la hora de ensefar las funciones en el
contexto de la clase de matematicas. Seria por tanto interesante también en futuros
estudios el desarrollo de actividades de covariacién instrumentada en entornos como

Scratch.

Desarrollo profesional como profesor

Una reflexion sobre la practica docente realizada en este trabajo lleva a plantearse
algunas de las conclusiones claras que el autor, en tanto que profesor, ha obtenido para
si mismo y de las aportaciones que este trabajo puede hacerle a su propia labor docente

y en futuros trabajos de innovacién e investigacion en Didactica de las Matematicas.
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En primer lugar, una primera reflexion sobre el curriculum, la historia y los libros
de texto hace patente que el concepto de funcion es central en toda la matematica y en
consecuencia forma parte del temario de practicamente todas las asignaturas de
matematicas que se ensefian en el instituto. Las investigaciones muestran que una
comprension profunda de este concepto es crucial para el desarrollo de una educacion
matematica integra. Es por tanto nuestra labor como profesores el posibilitar que esta

comprension se dé, con todos los medios que tengamos a nuestro alcance.

En el andlisis de la practica docente se descubre como resulta importante siempre
que se quiere ensenar un concepto nuevo, por parte del profesor, conocer la forma en
que este concepto se maneja a dia de hoy en la «matematica erudita» y como se ha
constituido histéricamente. Esto da un peso importante al conocimiento del estado de la
matematica «erudita» (es decir, de las Matematicas) y al estudio de la Historia de las

Matematicas desde la Didactica de las Matematicas.

Finalmente, en la época en la que nos encontramos, las nuevas tecnologias,
aunqgue no son la panacea, usadas sabiamente (y libremente), ofrecen a los profesores la
capacidad de desarrollar todo tipo de actividades innovadoras, a la vez que llamativas
para los estudiantes, y a los alumnos la oportunidad de manipular y visualizar estructuras

gue muchos grandes matematicos ni llegaron a imaginar.
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Anexo: Actividades

Actividad 1: De viaje por la A-1

Supongamos que vas a realizar un viaje en coche de Madrid a Burdeos (una bonita
ciudad al sur de Francia). Este viaje suele realizarse a través de la autovia A-1, que pasa
cerca de algunas ciudades importantes de Espafia como son Burgos, Vitoria y San

Sebastian, en ese orden, para horas mas tarde llegar a Burdeos.

1. Vamos a suponer que el coche va siempre a la misma velocidad. Sabemos que Burgos
se encuentra a una distancia de 245 km de Madrid, y que se tarda en llegar 2 horas y 34
minutos. Sabiendo que las distancias a Vitoria, San Sebastian y Burdeos son 356 km,
452 km y 686 km, respectivamente, ¢cuanto tardaras en llegar a cada una de esas

ciudades?

Puedes usar la siguiente tabla como ayuda:

Ciudad Distancia Tiempo
Burgos 245 km 2 h 34 min
Vitoria 356 km
San Sebastian 452 km
Burdeos 686 km

BONUS: Puedes comparar ahora con los tiempos que segun Google Maps se tardaria en
llegar a cada una de estas ciudades y veras que son muy parecidos (la diferencia es de
unos 10 minutos), lo que quiere decir que nuestra suposicidon de que el coche a velocidad
constante es bastante precisa.

2. Cambia los tiempos que obtengas a minutos y representa los pares (Tiempo,
Distancia), en GeoGebra. Es decir, por ejemplo, 2 h y 34 min son aproximadamente 154
minutos. Entra en la Calculadora Grafica de GeoGebra y escribe (154, 245). Si ajustas la
escala de la ventana grafica, veras varios puntos representados en el plano. Observa que
los puntos representados estan alineados.

3. Como ya te habras dado cuenta, el ejercicio 1 era basicamente un problema de
proporcionalidad directa. ¢Sabrias calcular la constante de proporcionalidad? Hazlo.
(Nota: Calcula la constante que obtendrias al hacer Distancia/Tiempo, y no la de Tiempo/

Distancia. Considera los tiempos en minutos y las distancias en kildémetros. De esta forma
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la constante de proporcionalidad saldra en kildbmetros por minuto. ¢Sabrias dar su valor

en kildmetros por hora?).

4. Construye ahora dos deslizadores en GeoGebra, uno que se llamara Tiempo y otro que
se llamara Distancia. El primer deslizador variara entre los valores 0 y el tiempo que se
tarda en llegar a Burdeos, el segundo variara entre los valores 0 y la distancia a Burdeos
(686 km). Introduce la orden (Tiempo, Distancia) y observa que representa un punto en

el plano que varia segun ajustas los valores del deslizador.

5. Observa que si calculaste la constante de proporcionalidad como se te pidio, al
multiplicarla por cualquier tiempo de la tabla obtienes la distancia correspondiente. Si la

constante de proporcionalidad que calculaste es k, introduce en GeoGebra la orden:
Distancia=k*Tiempo.

O sea, si por ejemplo obtuviste una constante de proporcionalidad de 2, tienes que

introducir
Distancia=2*Tiempo.

Observa lo que le sucede ahora al punto representado si mueves el deslizador Tiempo
(puedes moverlo de forma automatica accionando el botéon «Play» que aparece al lado
del deslizador). Activa la opcion Rastro dando clic derecho en el punto y observa la figura
que se obtiene al hacer variar el tiempo. Qué relacion tiene esta figura con los puntos

que representante antes?

6. De nuevo, si k es la constante de proporcionalidad que obtuviste, introduce en

GeoGebra la orden:
y=K*x.
Como puedes observar, esto genera una grafica, ¢qué relacion hay entre esta grafica y la

figura que has obtenido en el ejercicio 5?

7. Haz clic derecho en la grafica que acabas de representar y activa la opcién tabla de
valores introduce como valores inicial y final de x los tiempos en llegar a Burgos y a
Burdeos, respectivamente, y ponle un paso de 2. Observa la tabla y comparala con la

tabla que rellenaste en el gjercicio 1.

8. Consideremos otro viaje en coche por la A-1, pero esta vez sin asumir que viajamos a
velocidad constante. Esta situacion es mas realista, porque durante el viaje es posible

que realicemos paradas, haya tramos en los que vayamos mas despacio, etc. En
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cualquier caso, ¢crees que si hiciéramos una grafica de la distancia a la que estamos de
Madrid (por la carretera) en funcion del tiempo, con la distancia en el eje vertical y el
tiempo en el eje horizontal, seria posible obtener una grafica como la siguiente? Justifica

tu respuesta.
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Actividad 2: Un lanzamiento vertical

Supdén que has cogido un balén de baloncesto y lo has lanzado al aire, en un perfecto tiro
vertical. Como a lo mejor ya te han dicho en otra asignatura, si y mide la altura del balén
desde la posicidén en que lo lanzaste y t mide el tiempo transcurrido desde el lanzamiento,

la féormula que describe la altura del balén a cada instante es

y=vot-gt,

donde v, denota la velocidad inicial y g la aceleracion de la gravedad. Como no sé cuanta
fuerza tienes, voy a suponer que la velocidad inicial con la que has lanzado el balén es de
3 metros por segundo. Vamos a aproximar también la aceleracion de la gravedad por 10
metros por segundo. Ahora, si medimos el tiempo en segundos y la altura en metros, la

formula queda
y=3t— 10£.

1. (A qué instante volvera a la altura que lo lanzaste? (Pista: Se trata de resolver y=0,
saca factor comun a t y supén que t es distinto de 0). Calcula la altura a la mitad del

tiempo que has obtenido. Esa es la altura maxima que alcanzara el balon.

2. Construye en GeoGebra dos deslizadores, llamados Y y T, cuyos limites seran 0 y la
altura maxima, para Y y 0 y el tiempo en el que el balén vuelve a la altura inicial, para T.
Introduce la orden (T,Y) y observa que representa un punto en el plano que varia segun

ajustas los valores de los deslizadores.
3. Introduce ahora la relacion entre la altura y el tiempo mediante la orden
Y=3*T-10%T"2.

Observa ahora cémo se mueve el punto representado al mover el deslizador T y activa la

opcion de mostrar rastro para ver qué figura se forma.

4. Representa ahora la funcién cuadratica que describe el procedimiento introduciendo la

orden
y=3%*x-10%*x"2.

Compara ahora la grafica obtenida con la grafica del ejercicio 3.
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Actividad 3: Un tiro a canasta

Esta vez, en vez de lanzar el balén hacia arriba, lo lanzaras hacia arriba y hacia delante,
como si quisieras encestar en una canasta. El movimiento estard ahora compuesto de
dos movimientos: uno en la direccién horizontal, bastante similar al de la Actividad 1, y
otro en la direccidon vertical, bastante similar al de la Actividad 2. Concretamente, si
denotamos por t el tiempo transcurrido en segundos desde el lanzamiento, por x la
distancia horizontal del balén al punto desde el que lo tiraste en metros y por y la altura
del balén desde el punto en que lo lanzaste en metros, si asumimos que la velocidad
vertical inicial es de 10 metros por segundo y la horizontal es de 5 metros por segundo,

las formulas que describen el movimiento son:
x=5t
y=10t-10£.

1. Construye tres deslizadores, llamados T, X e Y. El extremo inferior de cada uno de
estos deslizadores debe ser 0. Los extremos superiores de cada uno de estos
deslizadores deben ser, para T, el tiempo transcurrido cuando el balén vuelve a estar a la
altura inicial (calculalo como en la Actividad 2), para X, el valor de x obtenido al sustituir el
tiempo maximo en la formula que relaciona x y t y, para v, el valor de y obtenido al
sustituir la mitad del tiempo maximo en la férmula que relaciona y y t. Representa un

punto mediante la orden (X,Y).
2. Introduce ahora la relacion entre los deslizadores mediante las 6rdenes
X=5*T
Y=10*T-10*T"2.

Activa la opcion mostrar rastro en el punto representado y observa la figura que se forma

al mover el deslizador T.

3. Obtén la relacion entre las variables x e y. (PISTA: Despeja t en la primera ecuacion y
sustitiyela en la segunda). Introduce esa férmula como una orden en GeoGebra con las

variables x e y. Observa la figura que obtienes y comparala con la del ejercicio anterior.

4. Abre ahora la opcion Graficadora 3D de GeoGebra y vuelve a crear los deslizadores
del ejercicio 1. Representa un punto mediante la orden (T,X,Y). Vuelve a introducir las
relaciones del ejercicio 2, activa el rastro y mueve los deslizadores. Observa la figura que
se forma. Intenta rotar la visidon para obtener la figura del ejercicio 3 y figuras similares a

las de las actividades 1y 2.
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Actividad 4: Un tiro a canasta Il. Entendiendo los parametros

En este caso vamos a seguir considerando un tiro a canasta. Sin embargo, esta vez te
vamos a dejar libertad para elegir las velocidades de tiro. En este caso, si vxoy Vyo
denotan las velocidades iniciales vertical y horizontal, respectivamente, las formulas para

X e yson
X=Vyol
Y=V, t-10£2.

Si, igual que en el ejercicio anterior, despejamos t y sustituimos, obtenemos la férmula

que relaciona x e y,
Y=(Vyol Vxo0)X-(10/ vy o®)X>.

1. Crea dos deslizadores que representen los parametros de la velocidad inicial, con valor
minimo 0 y maximo 10. Representa y con respecto a x introduciendo la formula anterior

como una orden y observa como varia la grafica al mover los deslizadores.

2. Oficialmente, el tiro libre se realiza a una distancia de 4,6 metros del tablero y la
canasta esta a una altura de 3,05 metros sobre el suelo. Puesto que normalmente uno no
tira a la altura del suelo, si no mas o menos a la altura de su cabeza y teniendo en cuenta
las alturas medias, podemos suponer que la canasta esta a en torno 1,3 metros sobre el
nivel desde el que tiramos. Representa entonces la canasta introduciendo en GeoGebra
la orden (4.6,1.3). Mueve los deslizadores y observa para qué valores de las
velocidades iniciales el balén entraria en la canasta (ten en cuenta que el balén debe

entrar desde arriba).

Vamos a usar ahora el poder de GeoGebra 3D para obtener cual es la velocidad
horizontal perfecta, suponiendo que fijamos la vertical a, por ejemplo, 10 metros por

segundo.

3. Abre GeoGebra 3D y crea un deslizador v variando entre 0 y 10. Representa una curva
mediante la orden (x,(10/v)*x-(10/v2)*x2,v). Activa el rastro y mueve el deslizador.
Observa la superficie que se obtiene. Dibuja la recta vertical (4.6,1.3,z) y obtén su
plano perpendicular. El corte de este plano con la superficie que has obtenido es la

trayectoria perfecta.
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