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Abstract

In this thesis we study different variational problems that arise in the context of rieman-
nian geometry. In particular, we will use the heat flow method. We will use it to study
two results with similar statements and that use the same proof technique, the first one
referred to the existence of a unique geodesic in each homotopy class of closed curves
in a compact riemannian manifold, the latter, the well-known result that states that for
a compact orientable riemannian manifold there is only one harmonic form in every de

Rham cohomology class.

We start with a reminder of some basics about riemannian geometry. Next, we introduce
connections and we define geodesics as the minimum of the energy operator. In this
section we introduce the heat flow method to prove the result concerning geodesics stated
previously. After this, we move onto defining harmonic forms, then, Hodge * operator

and Laplace—Beltrami operator are introduced.

Lastly, we introduce some related results, as Hodge decomposition theorem or Poincaré

duality, together with the main result relation with electromagnetism.

An appendix with basic theory of elliptic and parabolic operators used throughout the
text is added at the end of the thesis.



Resumen

En este trabajo estudiamos diversos problemas variacionales que aparecen en el contexto
de la geometria riemanniana. En particular usaremos el método del flujo de calor. Lo
haremos para estudiar dos resultados con enunciados similares y con la misma técnica de
demostracion, el primero, referido a la existencia de una tnica geodésica en cada clase
de homotopia de curvas cerradas en una variedad riemanniana compacta, y el segundo,
el conocido resultado que dice que en cada clase de cohomologia de de Rham de una

variedad riemanniana compacta orientable hay una tnica forma arménica.

Se comienza con un recordatorio de algunos conceptos de geometria riemanniana. A
continuacion se introducen conexiones y se definen las geodésicas como minimizadores
del funcional de energia. En esta seccion se introduce el método del flujo de calor para
demostrar el resultado mencionado anteriormente. Seguidamente se pasa a definir las

formas armonicas, se introduce la * de Hodge y el operador de Laplace—Beltrami.

Finalmente se enuncian algunos resultados relacionados, como el teorema de descom-
posicién de Hodge o la dualidad de Poincaré asi como la relaciéon del resultado con el

electromagnetismo.

Se concluye la memoria con un apéndice con los resultados basicos de operadores elipticos

y parabdlicos que se usan en el trabajo.



Introduction

The main goal of the thesis is to give a proof of the following result due to Hodge (Theorem [3.3)).

Teorema (Hodge). Let M be a compact orientable Riemannian manifold. Then every cohomology

class in HP(M) (for 0 <p <n =dim M) contains precisely one harmonic form.

We will base the proof in the proof of the Milgram—Rosenblom Theorem using the heat flow
method ([4, Theorem 3.5.1]).

Teorema (Milgram-Rosenbloom). Given a p-form wo(z) on M of class C*% for some 0 < a < 1,

there exists a unique solution of
d
Aw(x,t) = —%w(x,t),for() <t< oo,

subject to

w(x,0) = wp(x).

And, ast — oo, w(-,t) converges in C>* to a harmonic form Hw. If wy is closed, then all the forms
w(-,t) are closed. Also, in this case, if n is a coclosed (n — p)-form (d*n=0) then [,, w(z,t) An(x)
does not depend on t, and we have [,, Hw(z) An(x) = [,, wo(x) An(z)

Here A represents the Laplace—Beltrami operator, and wqg is a p-form in the given cohomology
class.

The strategy will consist in, firstly, adding a temporal variable to the n-forms in order to make
sense of the evolution equation [3, Chapter 7], and then using techniques and results from partial
differential equations and functional analysis to prove the existence and uniqueness of the solution

of said equation. The proof will consist in performing a gradient descent for the form until we arrive

to a critical point, %w(m, t) = 0, where we will have Aw = 0, an harmonic form.

Following a small summary of each section of the thesis is presented. We start with a brief
summary of riemannian geometry, introducing basic concepts, in particular de Rham cohomology,
riemannian metrics and volume forms.

The next chapter will be dedicated to geodesics, we start introducing connections and the Levi—

Civita connection, to then focus on the proof of the following theorem (Theorem [2.3.3).



Teorema. Let M be a compact Riemannian manifold. Then every homotopy class of closed curves

contains a geodesic.

In order to complete the proof, we will take a closed curve ~ in the given homotopy class. This
curve is going to be the object that we will make evolve following the evolution equation.

Then we will add a temporal parameter in order to makes sense of the evolution:
u: S x [0,00) = M,

and we will impose the following partial differential equation:

u%(&t) = és(svt) + F;‘k(uS(sﬂt))ug(&t)ulg(s?t)v
u(s,0) = v(s) forevery s € S!.

Where the equation will evolve until we arrive to
u' (s,t) + F;k(us(s,t))ug(s,t)u];(s,t) =0.

Which is the equation of a geodesic.

In the following section we will introduce the main objects involved in the theorem, harmonic
forms and the Laplace—Beltrami operator, Aw = dd*+d*d : QP (M) — QP (M) where d is the exterior
derivative and d* its formal L? - adjoint. Finally we list some of the main properties of these forms,
focusing specially on their role as critical points of the energy operator for forms. Following this
introduction to harmonic we move onto proving the Main Theorem, by using the same strategy as
used to prove the former theorem regarding geodesics.

Finally we will list some consequences of the theorem and connections with other branches of
mathematics.

An appendix of elliptic and parabolic operators is included at the end of the text.



Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es probar el siguiente resultado probado por Hodge (Teorema
53).

Teorema (Hodge). Sea M wuna variedad compacta y orientable. Entonces, en toda clase de coho-

mologia de de Rham existe un dnico representante armaonico.

La demostracion se hara usando el método del calor, basandonos en la demostracién del siguiente

teorema ([4, Teorema 3.5.1]).

Teorema (Milgram-Rosenbloom). Dada una p-forma wo(z) en M de clase C** para algin 0 <

a < 1, existe una solucion unica de
d
Aw(x,t) = faw(x,t),foro <t<oo,

con condicion inicial
w(z,0) = wo(x).

Ademds, cuando t — 0o, w(-,t) converge C*% a una forma arménica Hw. Si wy es cerrada, entonces
todas las formas w(-,t) serdn cerradas. Si este es el caso, si ademds n es una (n—p)-forma cocerrada

(d*n = 0) entonces [,, w(x,t) An(z) no depende de t y se tiene [,, Hw(z) An(z) = [, wo(x) An(z)

Donde A representa el operador de Laplace—Beltrami y wp una p-forma en la clase de
cohomologia dada. La estrategia consistira en anadir una variable temporal ¢ a las p-formas, de modo
que la “evoluciéon”tenga sentido. Luego, usando técnicas y resultados propias de las ecuaciones en
derivadas parciales se probara la existencia y unicidad de la solucién. La prueba consistira en hacer
un descenso de gradiente, hasta llegar a un punto critico, la forma arménica . A continuacién
se introducen brevemente los contenidos de cada seccién.

Se comienza con un breve resumen de geometria riemanniana, donde se introducen las definiciones
principales, en particular, cohomologia de de Rham, métrica riemannianas y formas de volumen.

El siguiente capitulo va dedicado al estudio de las geodésicas, se introduce el concepto de conexién
y conexién de Levi—Civita, para posteriormente exponer detalladamente el método del flujo del calor

probando el siguiente resultado (Teorema [2.3.3)).



Teorema. Sea M wuna variedad riemanniana compacta. Entonces en cada clase de homotopia de

curvas cerradas existe una geodésica.

Para la demostracién tomaremos una curva cerrada < en la clase de homotopia correspondiente.
Este sera el objeto que haremos evolucionar. Se anadird una variable temporal para poder hacer

“evolucionar”la curva:

u: S % [0,00) = M,
e impondremos la siguiente ecuacion.

u%(&t) = és(sat) + F;'k(uS(S’t))ug(87t)u§(svt)’
u(s,0) = v(s) paratodo s € St.

Que se hara evolucionar hasta llegar a
uly(s,t) + F;k(us(s, t))ud (s, t)uk(s,t) = 0.

que es la ecuacion de la geodésica [2.3

A continuacién se introducen las formas arménicas y el operador de Laplace-Beltrami [3.2.2] Se
comienza introduciendo aspectos basicos de la cohomologia de de Rham, definiendo formas exactas
cerradas y coexactas, asi como el grupo de cohomologia. A continuacién se define el operador de
Laplace-Beltrami en términos de la diferencial exterior d y su adjunto L?, A = dd* +d*d. Se listaran
alguna de sus propiedades, haciendo énfasis en su rol como puntos criticos del operador de energia
para formas. Finalmente se probara el teorema principal usando la misma estructura de demos-
tracién que para el teorema[2.3.3] para geodésicas. Finalmente se enuncian algunas consecuencias del
teorema, asi como su relacién con la fisica.

Se incluye también un apéndice de operadores elipticos y parabdlicos



Capitulo 1

Variedades riemannianas

Este primer capitulo estard centrado en definir e introducir los objetos béasicos de la memoria,
las variedades riemannianas y las p-formas, asi cémo asentar la notacién que se usard a lo largo de
la misma.

Las variedades diferenciables carecen de una herramienta para poder efectuar mediciones sobre la
misma, es por ello, que se definen las variedades riemannianas, que son variedades diferenciables con
una estuctura adicional, una métrica, que nos va a permitir medir distancias, angulos y volimenes
sobre la variedad. Se comienza con un breve recordatorio sobre las variedades (diferenciables), objeto

a partir del cual construiremos las variedades riemannianas.

1.1. Variedades diferenciables. Campos y formas

Un espacio topolégico M es una variedad topoldgica de dimension n si:
1. M es Hausdorff.
2. M esII AN.

3. M es localmente euclideo, es decir, todo punto p € M tiene un entorno U homeomorfo a un

abierto V. C R™.

Para ver que M es localmente euclideo bastard con verlo para un recubrimento {U, } y sus respectivos
homeomorfismos ¢, : Uy, C M — V,, C R™. El par (Uy, ¢o) se llama carta de M y a la coleccién
{(Uqa, ¢a)}a se llama atlas. El par (M,.A) (se escribe simplemente M) con M variedad topoldgica
y A un atlas para X con X el espacio topolégico subyacente a M se dice wvariedad diferenciable si
todos los cambios de carta g o 3! 9o (Us NUg) — p5(Us NUg) son diferenciables.

A lo largo de la memoria las variedades se supondrian compactas i.e lo son como espacios to-
poldgicos y orientables, concepto que se aclarard en la seccién y sin borde.

Se define a continuacién el espacio tangente a una variedad en un punto p T, M. Se define como

el conjunto de todas las derivaciones en un punto. Las definimos a continuacion: Sea p € U, se define



el germen de funciones en p como C*®(p) = {f : U — R | fdiferenciable}. Una derivacidn es una

funcién X : C*°(p) — R tal que:
1. Es R-lineal.
2. Cumple la regla de Leibniz: X (fg)(p) = X(f)g(p) + f(p)X(q).

Finalmente, definimos el espacio tangente 7,,M, como el conjunto de derivaciones en el punto p,
Tp,M = {X € C*=(p)|X derivacién}.

Nétese que T, M tiene estructura de espacio vectorial sobre R de dimensién la dimensién de la
variedad.

Finalmente, introducimos el espacio cotangente a una variedad T; M, el espacio de formas de

una variedad, que se define como el dual del espacio tangente.

T;M = (T,M)" ={w:T,M — R | wiormalineal}

De nuevo, el espacio cotangente tiene estructura de espacio vectorial. Y su base serd la base dual de

la base del espacio tangente definida de la manera usual:

a |* :
S| = dx,.
8.131 P
Una p-forma serd de la forma w = wydz!. Donde I es el conjunto de indices 41, - - , i, con i; < iy <

-+ <ip, |I| = p. Denotaremos el conjunto de p-formas en M como QP (M).
Finalmente introducimos otro operador que sera clave en el desarrollo del teorema, la diferencial

exterior.
Teorema 1.1.1. La diferencial exterior d, es el inico operador
d:QP(M) — QP (M)
con las siguientes propiedades:
1. Es R-lineal.
2. d*>=0.
3. d(wy Awe) = dwy Awa + (—1)"w1 Awg para wy € Q" (M) y we € Q5(M).

4. df(X) = X(f) con X campo vectorial y f funcidn diferenciable.



Cohomologia de de Rham

Se estudia en esta seccién la cohomologia de de Rham, que nos dice en qué medida una forma

cerrada dista de ser exacta. Comenzamos definiendo estas formas:

Definicién 1.1.2. Una forma diferenciable w € QP (M) se dice exacta si dw = 0y cerrada si existe

alguna 7 € QP~1(M) tal que dr = w.
Observacién 1.1.3. Toda forma exacta es cerrada, ya que do d = 0.

Podemos construir el siguiente complejo de cocadenas:

QM) L Q' (M) L - S ari () S ar () S oty S - G Qn (M)

Vemos ahora como se construye el grupo de cohomologia de de Rham de grado p de M, estudiando el

nucleo e imagen de la diferencial exterior. Las formas cerradas seran aquellas que estén en el nicleo
Ker(d, : QP(M) — QP (M))

y analogamente, las formas exactas estaran en la imagen
Im(d,_1 : QP~H(M) — QP (M))

En la definiciéon se ha anadido el subindice p y p — 1 para aclarar el espacio de partida para la
diferencial exterior en cada caso. En adelante, simplemente se escribird d. Se define ahora el grupo

de cohomologia de de Rham como:

Definicién 1.1.4. Se define el grupo de cohomologia de de Rham de grado p de M HY,(M) como

el cociente de espacios vectoriales
H3 (M) = Ker(d,)/Im(dy ).

De esta definiciéon obtenemos que dos formas cerradas w,7 € Q7 (M) serdan equivalentes en

HY R (M) si su diferencia w — 7 es exacta.

Métricas riemannianas

Con estas definiciones ya estamos en posiciéon de dotar de una métrica a la variedad para poder
definir una variedad riemanniana, que se definird como una variedad diferenciable equipada con una
métrica riemanniana, que consiste en un producto escalar sobre T, M para todo p € M que varia de
manera diferenciable a lo largo de la variedad. Para poder definir adecuadamente esta métrica, se
hard uso de las coordenadas locales = (z1,--- ,x,) de un punto p € M, y la métrica vendrd dada

como una matriz simétrica definida positiva:

(gi ()i coni, j=1,--- ,n.



El producto escalar que nos induce esta métrica se define de la forma usual:
(v, w) = gij(SD(p))inj
con v,w € T, M.

Observacién 1.1.5. El producto escalar definido en estd definido punto a punto, sin embargo,

también nos permite operar campos vectoriales dando como resultado una funcién C'°.
Se introducen a continuacién algunas notaciones que se usaran a lo largo de la memoria:

1. gigl = ¢¥ para la matriz inversa de la matriz que nos da la métrica, en particular se tiene

gilglm = 5zm
2. Gijr = a%kgij para las derivadas de las componentes de la métrica.

3. ;.k = %gil (gji,k + gri,j — gjk,1), los simbolos de Christoffel, que se definirdn més adelante de

manera més detallada en 2.1.1]

Observacién 1.1.6. A lo largo de la memoria se hard uso la notacién de Einstein para sumas. En

caso de repetirse un subindice y superindice entonces existe un sumatorio en dicho indice.

Al igual que en el caso euclideo, este producto escalar nos permite definir el médulo de un vector

tangente v € T, M como: ||v|| = (v,0)7 .
Lema 1.1.7. Toda variedad diferenciable M puede equiparse con una métrica riemanniana.

Demostracion. Sea un atlas para la variedad M, A = {(¢a,Uq)}a con a € A algin conjunto de
indices. Consideramos ahora {1, } la particién de la unidad subordinada a U,

Se toma ahora v,w € T,M , con p € U,. Las coordenadas locales de cada vector serdn: v =
1 n)

(véa"'vvg)yw:(wav”'vwa'

Se define,
(v,w) = Y Palp)viw)

p€Ua

Esto nos define una métrica riemanniana, ya que tenemos la métrica euclidea en cada U, y la

definimos globalmente gracias a una particién de la unidad. O

1.2. Formas de volumen. Orientabilidad

Dedicaremos esta parte del capitulo introductorio a dar una explicacién somera de las formas de
volumen, que nos permitiran integrar sobre variedades y ademés nos dardn una caracterizacion de
la orientabilidad de una variedad.

Comenzamos introduciendo las formas de volumen
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Definicién 1.2.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n. Una forma de volumen se

define como una forma de grado n que nunca se anula.
Haciendo uso de esta definicion se tiene el siguiente resultado,
Teorema 1.2.2. Una variedad M es orientable si y solo si tiene una forma de volumen.

Para el caso de variedades riemannianas, la métrica g nos inducird una forma de volumen par-
ticular, que se denotard vol,. Esta forma de volumen es la tnica tal que vol, (e1,--- ,e,) = 1 para
toda base ortonormal {eq,-- ,e, de T,M} orientada positivamente en el sentido de dlgebra lineal.
Obsérvese que es posible construir esta forma de volumen a partir de cualquier n-forma nunca nula
multiplicando por un factor de reescalado.

Tomando coordenadas, la forma de volumen que la métrica nos induce naturalmente es vol,
= \/Mdasl A---Adx". Tomando una base ortonormal de T, M y por la definicién de la métrica

g, al aplicarle la forma obtendremos 1, ya que tendriamos el determinante de la matriz identidad.

1.3. Isomorfismos musicales

Una métrica riemanniana ¢ nos identifica el espacio tangente y el cotangente en cada punto.

Vemos como actia sobre campos vectoriales: Sea X = X" o(zi un campo vectorial, se define el

isomorfismo bemol b como:

X" = X,dz".

Donde X; = g;;X7. Por como se define g sabemos que su matriz tiene inversa, que vendré dada por
(gi;l, y se denotard como (g*)). Esto nos permite definir una aplicacién inversa para la aplicacién

bemol. Esta aplicacién sers la apliacién sostenido # y se define como sigue: Sea w = w;dz® una forma.

. 0

g _ 1
w" =w -
oxt

i g,
Donde w* = g"w;

11



Capitulo 2

Geodésicas y el flujo de calor

Este capitulo se dedica a introducir y aplicar el método del flujo de calor para demostrar el

siguiente resultado:

Teorema. Sea M una variedad riemanniana compacta. Entonces, en cada clase de homotopia de

curvas cerradas existe una geodésica.

Esta demostracién tendra la misma estructura que la que se usara mas adelante para demostrar
el teorema principal Para poder aplicarlo se introducen los conceptos de conexion y geodésica
asi como las herramientas de geometria diferencial necesarias para trabajar con ellas. Comenzaremos
introduciendo los conceptos de longitud y energia de una curva. Se definira la longitud de una curva

v : la,b] = M como:

b
dy
1o)= [ o)
Y su energia como:
b dy 2
B0 = [ Rl a.
. | dt

Hablaremos ahora de geodésicas. Veremos mas adelante que las geodésicas de una variedad rie-
manniana minimizan la energia (y por tanto la longitud de un camino que une dos puntos sobre
la variedad). Resulta que en se verd que también las formas armdnicas son minimizadores
de la energia. Podemos pensar en una geodésica como una generalizacion de las rectas del espacio
euclideo, que son las curvas que minimizan la distancia entre dos puntos. Ademaés, una linea recta,
es la Uinica curva que une dos puntos que tiene alguna parametrizacion con aceleracion siempre nula
(entendiendo la aceleracién como la doble derivada de la parametrizacién respecto del tiempo).

El problema que surge es el siguiente, mientras que la velocidad de una curva que yace en una
variedad estd bien definida (un campo vectorial que yace en el espacio tangente a la variedad), para
la aceleracion necesitamos derivar campos vectoriales, para ello se introduce a continuacién la nocién

de conexion.

12



2.1. Conexiones

Una conexion sirve en general como herramienta para derivar secciones de fibrados vectoriales.
Se estudiara sélo el caso en el que el fibrado vectorial sobre el que queremos tomar la conexion es el

fibrado tangente, cuyas secciones son los campos vectoriales.
Definicién 2.1.1. Una conezidn sobre el fibrado tangente 7'M se define como una aplicacion
ViX(M)xX(M)— X(M)
(X,Y)— VxY
siendo X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales sobre M. Con las siguientes propiedades:

1. VixqgvZ = fVxZ + gVy Z, siendo f,g funciones diferenciables en M y X,Y,Z campos

vectoriales.
2. Vx(@Y +bZ) =aVxY +bVxZ con a,b € R.
3. Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y con f una funcién diferenciable en M.

Vemos como es la conexién en coordenadas:

Sean X,Y dos campos vectoriales sobre M, con X = X° 8?& eY =Y a%j. Denotaremos %

como 0; por comodidad.
VxY = X'V, (Y7 0;) = X'YIV,0; + X'0:(Y7)0;

De aqui definiremos los simbolos de Christoffel como V,0; = I’fj 0. Con esta definicion ya tenemos
una nocién de diferencial de un campo vectorial, ahora queremos estudiar en particular los campos
vectoriales que yacen sobre curvas, es decir, sea v : I — M una curva sobre nuestra variedad, es
decir el campo vectorial V' : I — T'M definido de tal forma que V(t) € T4y M para todo t € I. Se
introduce ahora la derivada covariante, que es la tinica conexiéon que a cada campo vectorial a lo

largo de una curva le asocia otro campo vectorial a lo largo de la misma curva.

Definicién 2.1.2 (Derivada covariante sobre una curva). Sea M una variedad y V una conexién
en T'M. Para cada curva diferenciable v : I — M la conexion determina un tnico operador llamado
derivada covariante sobre y

Dy X(y) = X(7)
Siendo X () los campos vectoriales sobre . Cumpliendo las siguientes propiedades:

1. Di(aV 4+ bW) = aD;V + bD;W con a,b € R.

2. Di(fV) = f'V+ fD;V con f una funcién diferenciable en I.

3. Si V(t) = V(y(t)) entonces

DtV(t) = V,Y/(t)V.

13



2.2. Conexion de Levi-Civita

Al igual que podemos equipar una variedad diferenciable con distintas métricas riemannianas,
podemos hacer lo propio con las conexiones, ya que para definir una conexién solo necesitamos
de la estructura diferenciable de una variedad. Ademads, queremos elegir una conexién apropiada,
que tenga buenas propiedades cuando equipamos a la variedad tanto de una métrica como de una
conexién. En esta seccién nos dedicaremos a introducir la conezion de Levi-Civita.

Seguidamente se introducen los conceptos bésicos que forman parte de la definicién.

Definicién 2.2.1. Un campo vectorial V' sobre una curva v : I — M se dice paralelo si % =0

para todo t €
Con esto podemos introducir la nociéon de conexién compatible con una métrica.

Definicién 2.2.2. Dada una variedad riemanniana M y una conexién V. Se dice que la conexién es
compatible con la métrica ¢ si para toda curva diferenciable 7 y para cada par de campos vectoriales

paralelos a lo largo de v V, V"’ se tiene que (V, V'), = k con k constante.

Proposicién 2.2.3. Sea M wuna variedad riemanniana. Una conexion V serd compatible con la

métrica si y solo si, para todo par de campos vectoriales V, V' sobre una curva se tiene

d N ,DV _, Dv''
(V) = (V) (V=)

Concluimos con una ultima caracterizacion de la compatibilidad de una conexién que es conse-

cuencia de esta tdltima definicién. Una especie de identidad de Jacobi.
Corolario 2.2.4. Una conexion V serd compatible si y solo si
XY, Z) =(VxY,Z) +(Y,Vx Z)

Para todos los campos X,Y,Z € X(M)

Finalmente, se introduce la definicién de conexién simétrica.
Definicién 2.2.5. Una conexién V se dice simétrica si

VxY - VyX = [X,Y]

Para todo campo X, Y. Esta condicién también se conoce como conexion sin torsion.

Finalmente probamos la existencia y unicidad de la conexién de Levi-Civita.

Definicién 2.2.6 (Conexién de Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M. La conexidn de

Lewvi-Civita es la inica conexién que es simétrica y compatible.
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Demostracion. La condiciéon de compatibilidad se traduce en

X(Y,Z) =(VxY,Z) + (Y,VxZ) (2.1)
Y(Z,X) = (VyZ,X) +(Z,VyX) (2.2)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,VY) (2.3)

Sumando las dos primeras expresiones y restando la tercera se obtiene

XY, Z)+Y(Z,X)+ Z(X,Y) =(VxY, Z) + (Y, Vx Z) + (Vy Z,X) + (Z,Vy X) — (VX,Y)
— (X,VzY)

La condicién de simetria significaba que VxY — Vy X = [X,Y], usando la simetria del producto

escalar se tiene que

XY, Z)+Y{(Z,X)+ Z(X,)Y) = (X, Z],Y)+ (Y, Z], X) + (VxY, Z) + (Z,Vy X)

(X, 2,Y)+ (Y, Z],X) +(VxY,Z) + (Z,Vy X) = (VxY, Z) + (VxY, Z)

De aqui obtenemos la siguiente expresion

1
(2,VxY) = S (XY, 2)94Y(2, X)+2(X,Y)~(1X, 2, V)~ [V, 2], X)~(VxY, 2)~(Z, Vy X)X, Y], 2))
(2.4)
De esta expresion deducimos que la conexién asi definida depende unicamente de la métrica, por

lo tanto existe y es tnica. O

A partir de esta definicién podemos dar sentido a los simbolos de Christoffel introducidos ante-
riormente. Como ya se vi6 en los simbolos de Christoffel son las coordenadas de la conexién,
es decir Vx, X; = I‘%X x con X;,1 € {i,j,k} campos vectoriales. Entonces observando la ecuacién
[24] tenemos que

LY Gem = %(axigjk + 02,9k — Oz, 9jk)
Donde g;; = (X, X;)
Finalmente, podemos definir la aceleracion de una curva -y como el campo vectorial definido por

la derivada covariante de la velocidad de la curva.

2.3. Geodésicas

Se dice que una curva es una geodésica si su aceleracién es siempre nula. Vemos ahora qué aspecto
tienen las geodésicas: Sea y(t) = (y1(¢),--- ,7"(t)) nuestra curva, su campo de velocidades serd de

la forma v, (t) = (¢ (), - -+ ,7{(t)) € Ty M. Calculamos su derivada covariante:
Di(70:) = 740k + 9 De (k) = Vi 0k + 7i V.05 = Y0k + 77 Vo, 00 = 10k + 4T

15



Diremos entonces que la ecuacion de la geodésica es:

V() + 7 ()7 (LK (v(1) =0

Una vez vistas las geodésicas, introducimos una serie de construcciones relacionadas que nos sim-
plificaran las operaciones mas adelante. Comenzamos con la nocién de coordenadas normales, para
ello, primero necesitamos definir la exponencial de Riemann, en funcién de la cual estan definidas:
Para un punto fijado p € M de la variedad tendremos una familia de geodésicas ¢,(t) de nuestra
variedad que pasan por dicho punto p € M con velocidad v € T,M y que estén definidas para
tiempos t € [0,1]. Una vez tengamos estas curvas, definiremos el conjunto de todas las velocidades

posibles para cada punto p € M de la variedad, esto es:
V, ={v € T,M : ¢,(t) bien definida}

Esto nos permite definir la ezponencial de Riemann como la aplicacién:

exp,: Vp = M

v = ¢y (1)

Esté aplicacién identifica de manera difeomorfa entornos del 0 € 7, M a entornos de p € M. Podemos
definir ahora, considerando la identificacién canénica entre T, M y R™, por su estructura de espacio
vectorial, las coordenadas normales, como aquellas dadas por la carta (U, exp, ). Usaremos estas

coordenadas a la hora de hacer caclulos debido a la siguiente propiedad:

Proposiciéon 2.3.1. En coordenadas normales se verifica lo siguiente:

9i(0) = 0; para todo, j

;k(O) = Opara todoi, j, k

De modo que, al tomar la carta resultard que las derivadas de la métrica se anulan y por tanto
también los simbolos de Christoffel. Resulta que con esta definicién las geodésicas actuan como
minimizadores del operador de energia. Lo podemos ver aplicando las ecuaciones de Fuler — Lagrange

al operador de energia definido previamente.
Teorema 2.3.2. Las geodésicas son minimos del funcional de energia.

Demostracion. Lo vemos resolviendo las ecuaciones de Euler—Lagrange para la energia. En general,

para un operador [(z) = f: f(t,x(t), z,(t))dt, sus ecuaciones de Euler — Lagrange son: 4 gwfi - ggﬁ =
t

0 para i = 1---n. En este caso, el operador de energia es: E(y) = %fgjkm{:z:fdt. Por lo que
F(t,z(t), z:(t)) = gjexial. Entonces se tiene que

d,6 0

, d 4 . ,
%(%(gjkxixf)) = a(gmxf + g5it]) = Gy, + il + Gikawi s + giiaiw].
t
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Por otra parte

of ;
— ) ok
g JikiTiTe

De donde, aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange:

k j Ik I ik
Gik®iy + 95iTyy + Gik 1T %y + 95i %1%t — Gjk,iTedy =0

Renombrando los indices y operando usando la simetria de g tenemos

29imet™ + (Gik,m + Gjtk — gjk,z)wfxf = 0.

il

Multiplicando por % g
il m o Lo ik
9 GimTet + 59 (Gtk,m + Gjik — gix)Tixy = 0.
Hemos obtenido asi, usando las notaciones introducidas en la observacién (3), (4):
xyy + F;kzixf =0.
Que es la ecuacién de la geodésica. O
Llegamos ahora al siguiente teorema:

Teorema 2.3.3. Sea M una variedad riemanniana compacta. Entonces en cada clase de homotopia

de curvas cerradas existe una geodésica.

Veremos ahora la demostracién de este teorema para ejemplificar la estrategia de demostracion
que se usard posteriormente para la demostracién del teorema principal, [3.3] Esta estrategia, conocida
como método del flujo de calor, usa técnicas propias de las ecuaciones en derivadas parciales para
resolver, en este caso, un problema de indole geométrica.

A rasgos generales, el método consiste en elegir un cierto representante geométrico dentro de una
clase (en este caso una curva) y hacerlo variar de acuerdo a una ecuacién de tipo parabdlico de tipo

calor, hasta alcanzar un extremal (en este caso un minimo).

Observacion 2.3.4. Ya que aplicaremos resultados de ecuaciones en derivadas parciales el espacio

adecuado para trabajar es L2, el espacio de funciones de cuadrado integrable.

Los pasos que se seguirdn tanto aqui como posteriormente en la demostracion del teorema son

los siguientes:

1. Se plantea la ecuacién parabdlica, del tipo Lu = wu; (ver [A.2.2), dénde L es un operador
parabélico como se define en[A.2.2]y u es la funcién que deseamos hacer variar en ¢ y minimizar.

Entonces, lo que buscaremos sera variar v en direccion contraria a su gradiente, hasta conseguir
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ur = 0. Esto es, alcanzamos un extremal de u, y al haber ido en direccién contraria al gradiente,
habremos encontrado un minimo. Para poder realizar esto anadiremos una variable temporal

al problema, para que la evolucion tenga sentido.
2. Vemos la existencia de soluciones a tiempos cortos.
3. Obtenemos un control de las derivadas de orden superior de u independientes del tiempo.

4. Mediante el método del bootstraping obtenemos la existencia para tiempos largos, y con un
argumento topoldgico de conexién (en general, tendremos que el intervalo de existencia es

abierto y cerrado) probaremos la existencia de soluciones a todo tiempo.

5. Finalmente, se usaran estimaciones para obtener que efectivamente la solucién converge al

objeto deseado.

Demostracion (Teorema[2.3.3). Seay(t) = u(t) (para aclarar la notacién, remarcando que estudiare-
mos la curva desde el punto de vista de las ecuaciones en derivadas parciales) una curva diferenciable
cerrada en una clase de homotopia dada en M. Esto es u : [a,b] — M tal que u(a) = u(b). Como
tendremos que anadir un parametro temporal de evolucién de la curva hacia la geodésica, parame-
trizaremos u sobre la circunferencia. Esto nos dara la condicién de curva cerrada automaticamente,

es decir, u : S' = M. Y finalmente afadiendo el pardmetro temporal,

u: S x [0,00) = M.

Plantearemos ahora la el problema de valor inicial que deseamos resolver, usando la notacién %u =

Ug ¥ %u = u; y tomando coordenadas locales:

up(s,1) = ugg(s,1) + Ty (us(s, ) ul (s, t)ul (s, 1) (2.5)

u(s,0) = (s) paratodos € S* (2.6)
Y por comodidad, compactando mas la notaciéon:
ul = uls + I‘;kuguf (2.7)

Buscamos ahora entender la ecuacion . En la parte izquierda tenemos u¢, que nos mide la
“velocidad” con la que la curva evoluciona hacia la geodésica. Y al lado derecho tenemos precisamente
la ecuacién de la geodésica, por tanto, buscamos ver que esta evolucién eventualmente se para, es
decir, u¢ = 0, con lo que tenemos una geodésica y se concluye el problema.

Comenzamos ahora la demostracién propiamente dicha: como primer paso, buscamos ver que
efectivamente la ecuacion tiene solucién, usando teoria de ecuaciones en derivadas parciales. Como
es una ecuacién de tipo parabdlico, que podemos reescribir de la siguiente forma: u; + Lu = f,

. ’1. ; 2 ; ; c 1
siendo L el operador parabdlico, que en coordenadas es, (Lu)" = %uz + F;k%uj%uk con u = vy
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como condicidn inicial, el teorema nos dice que si f = F;kugu’j y g = v son diferenciables,
entonces existe una solucion diferenciable tnica para el problema. Esta soluciéon existird en un
intervalo [0,tg), lo cudl implica que el intervalo maximal de existencia de solucién es no vacio y
abierto.

Vamos a ver ahora que la velocidad de cada curva ug estd acotada para todo tiempo. De estar
acotada, podremos reescribir nuestra ecuacion como ui —ul, = f con f acotada, y desde ahf
podremos aplicar teoria de ecuaciones en derivadas parciales para avanzar hacia la prueba.

Tenemos ahora,

0? 0
(882 - at> (gU( (Sat)) (8 t) (S t)) = Giju sssu +gl]ussuss +glj7ku uss s +gl]u U’]
k L, k

k k k
+g’bju usss + gZ] kUg ’LL uss + g’bj kUgsUsg U‘J + gl] kUs uss s + gl] kusu uss + gl] ElUsUsUsg ’U,]

k
_giju glju u — Gij, kU Ug Uj
Ahora, considerando la simetria g;; = g;;, y agrupando:

k k Ik i g ki g
2gijut ol + 2giul ul  + Agij puful ul + g il + g muluFuied — 2giutul — g ufulud

Hacemos el cambio a coordenadas normales [2:3.1] para simplificar las cuentas, ya que en coordenadas

normales 9ij.k = 0, entonces:
2gijusss s +2gwu uss 2974]

Ahora, de observamos que u’, = va que los simbolos de Christoffel en coordenadas normales

SSS (

desaparecen). Finalmente:
2gijuissug + 29””25 291] stu - 2.91] ss ss

Recapitulando se tiene:

6—2—8 (gij(u(s, t))ul(s, t)ul(s,t)) = a—z—g (g, us) = 2gijutuly = 2(ugs, Uss) >0
882 61} gzy ) s 9 s 9 - 882 at sy Ws/ — g'LJ ssss T ssy Wss/ —

Hemos obtenido asf una subsolucién de la ecuacion del calor. [A.2.3]

A partir de aqui podemos aplicar el principio del mdzimo para operadores parabdélicos que
nos dice que u es no creciente.

Ahora que hemos verificado que la solucién existe para un intervalo [0,7) y reiterando el proce-
dimiento anterior, tomando esta solucién como nueva curva inicial concluimos que la solucién para
el problema existe para todo tiempo.

Vemos ahora que la energia decrece independientemente de s y que es no negativa ( entonces por

el método convergerd a una geodésica):
20t

1 | o
5 [ 2wt 5 [ gduil
St St
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Integrando por partes en la primera integral, tomando y considerando que estamos en coordendas

normales, g;; x—o entonces la segunda integral es 0, se tiene:

d 1 o
GEC) =3 [ 2050
St

Ahora, usando que u’, = uy se tiene finalmente:

GEC0) = = [ gguind = = [ (0] <o
tenemos ahora que la energia decrece para todo tiempo, por lo tanto, podemos encontrar una sucesién
de tiempos (¢,) tal que

lim E(u(-,t,)) =0

n—roo
Es decir, existe una sucesion tal que la energia converge a 0 (y por lo tanto obtenemos una geodésica).

Vemos ahora, con un argumento de convexidad, que esto ocurre para cualquier sucesién de tiempo:

O E(u(-t)) = 0 (—/ 91‘;‘%“2) = —/ 29 upu] = —/ 2g,ul yyul =/ 2g;5ulyul, >0
St St St St

Esto nos dice que 0 F cada vez decrece mas, por lo tanto, como £ > 0 no hay otra opcién que
0¢F converja a 0 y, por lo tanto, el resultado es cierto para todo tiempo. Esto significa que la energia

alcanza un minimo, en particular la geodésica. [
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Capitulo 3

Formas armonicas

En este capitulo se introduciran los objetos fundamentales involucrados en el teorema principal,

las formas armdonicas y el operador de Laplace — Beltrami.

3.1. El operador x de Hodge

Para poder proseguir necesitaremos operar con formas. La métrica g de la variedad nos induce
un producto escalar (-,-) en el espacio tangente a la variedad. Ademds, tenemos los isomorfismos
musicales que nos identifican el espacio tangente y el cotangente, por lo que esta métrica nos
induce una métrica en el espacio cotangente y esta induce un producto escalar entre formas en este
espacio (-, -) que vendrd definido de la siguiente forma:

() : QP(M) x QP(M) — Q°(M)
(w.m) = (k)
En coordenadas:
(w,n) = w'ni
Finalmente podemos definir el operador x de Hodge.

Definicién 3.1.1 (Operador * de Hodge). Se define el operador * de Hodge como el inico operador

xg 1 QP (M) — Q"~P que verifica la siguiente igualdad,
w A *gn = (w,n)voly

Donde vol, es la forma de volumen inducida por la métrica.
En coordenadas,

dz A - Ada' s da?t A - A dainer

Verificando que la base del cotangente, dz®* A --- A dx'» A dxdt A --- A daxin—» estd orientada positi-

vamente.
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Definicién 3.1.2. Se define el operador * de Hodge, como el tnico operador lineal * tal que:
x: QP(M) — Q" 7P
dz ' A Adate s da?t A A dainee
Verificando que la base dx® A --- A dx' A dz?t A --- A da’n—r estd orientada positivamente.

Es decir, el operador * de Hodge, me manda una base de QP(M) en una base de Qn — p de tal
forma que la base dz** A --- Adz' Ada?t A--- AdaIn-r estd orientada positivamente.

Se ven a continuacién alguna de sus propiedades:
1. *(1) =dzt A Ada™
2. *(dx' A -+ Adz™) = £1 dependiendo de la orientacién de la base.
3. xx = (—1)Plnp),
Este operador depende de la métrica, ya que es el inico que verifica la siguiente igualdad
w A xn = (w,n)vol

Donde vol es la forma de volumen inducida por la métrica.

3.2. Operador de Laplace—Beltrami

Para poder definir el operador de Laplace - Beltrami, necesitaremos trabajar en L%. Definimos

entonces el producto L? para w,n € QP (M) como:
= [ r@)= [ wrm
M M
Y consecuentemente, su norma L? definida como:
lw]| = (w,w)'/?
Definicién 3.2.1. El operador d* es el adjunto formal de d, es decir, para w € QP(M) y n € QP~1
(dw,n) = (w,d™n)

Es decir, d* : QP(M) — QP~Y(M). Su expresién es la siguiente: d* = (—1)"P+D+1 x dx. [4, Lema

3.3.4] Una p-forma 7 se dice coezacta si existe una p + 1-forma w tal que n = d*w

Finalmente podemos definir el operador de Laplace - Beltrami, en funcién del cudl se definen las

funciones armdnicas:
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Definicién 3.2.2. El operador de Laplace - Beltrami A, en adelante laplaciano, se define como:
A=dd*+d*d: QP(M) — QP (M)

Una p-forma w se dice armdnica si:

Aw=0
Observacién 3.2.3. Se tiene que Aw =0siysolosidv=0y d* =0

Demostracion. Vemos simplemente la primera implicacién.

Como Aw = 0, tenemos que (Aw,w) = 0. Entonces,
0 = ((dd* + d*d)w,w) = (dd*w,w) + (d*dw,w) = (d*w, d*w) + (dw, dw) = ||d*w]||* + ||dw]||?

De aqui se obtiene que ||dw|| = ||d*w|| = 0, por lo que dw = d*w = 0. La otra implicacién es

inmediata por la definicién de A. O

Se estudian a continuacién algunas de las propiedades claves de A que se usardn més adelante

intensivamente,
Proposicién 3.2.4. El laplaciano es autoadjunto, en el sentido de (Aw,n) = (w, An).
Demostracion. Calculando directamente,
(Aw,n) = ((dd* + d*d)w,n) = (dd*w,n) + (d*dw,n)
= (d*w,d*n) + (dw, dw) = (w,dd*n) + (w,d"dn) = (w, An)

Concluyendo asi la demostracién. O

Se tiene también el siguiente resultado que sera relevante més adelante en
Proposicion 3.2.5. La estrella de Hodge y el laplaciano conmutan xA = Ax.

Demostracion. Ya que el operador * es lineal lo vemos para cada término de A.

#(dd*) = #(d(—=1)"PHDHdx) = (—1)*P+D+ 14 dxdx. Ahora como se ve en la proposici(’)nmm—
nemos que *dx = (—1)"PTV+17* Usando esto obtenemos que *(dd*) = (—1)"P+D+1(_1)nP+D+1g* gy —
d*ds De manera similar tenemos que, *(d*d) = *((—1)"P*D+1xdxd). De nuevo, de obtenemos
que d*x = (—=1)"PtDH 4 dxx, y de la propiedadobtenemos que d*x = (—1)*E+D+L(_1)p(=p) 4 q,
usando esto tenemos que *(d*d) = (—1)"PtDH g xd s d = d(—1)"PHDH(_1)P(=P) 4 d = dd**. Y

con esto se concluye la prueba. O
Finalmente, verificamos que una forma arménica es un punto extremal de la energia.

Proposicién 3.2.6. Una forma w € QP (M) es armdnica si y solo si es un extremal de energia en

el sentido de £ E(w + tn)|i—0 = 0 para toda forma n € QP~(M).
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Demostracion. Vemos ambas implicaciones:
Sea w una forma armdnica, es decir, Aw = 0, y por tanto, dw = 0 y d* = 0, luego, se define la

energfa como E(w) = 1||dw||?> + 3||d*w]|?. Entonces:

d 1/d d
%E(w +tn)|t=0 = B <dt(dw + tdn, dw + tdn) + ﬁ(d*w +td*n, d*w + td*n)> lt=0

1/d d * *
=3 (dt(tdn,tdn) + %(td n,td 77)) |t=0

1
3 (2(dn, tdn) + 2(d*n,td*n)) |=o

= (dn’ O) + (d*n’ 0) =0

Donde en la primera igualdad se ha usado que Aw = 0 y en la segunda la simetria de (-, -)
Vemos ahora la implicacién contraria, tenemos %E(w + tn)|t=0 = 0 para toda forma n €

QP~1(M), entonces:

1/d d
0= 3 <dt(dw + tdn, dw + tdn) + ﬁ(d*w +td*n, d*w + td*n)) lt=0

1
= 5 (2(dn, dw + tdn) +2(d"n, d"w + td"n)) =0

(dn, dw) + (d*n, d*w)
Ahora, por definicién de d*, tenemos:
(dn, dw) + (d*n,d*w) = (n,d"dw) + (n,dd*w) = (n, (d*d + dd*)w) =0

Como se tiene que verificar para cualquier 7, necesariamente (d*d + dd*)w = 0, concluyendo la

demostracién. O
Ademas tenemos también el siguiente resultado,
Teorema 3.2.7. Las formas armdnicas son las que minimizan la norma L?.

Demostracion. Buscamos ahora un extremal (minimo) de la norma de una forma. En el teorema
trabajaremos en clases de cohomologia, por lo que con minimizar la norma dentro de cada clase serd
suficiente. Para una forma w en una clase dada, las formas cohomodlogas a ella seran de la forma
wo = w + da, es decir, difiere en una forma exacta del resto de los elementos de la clase.

Vemos que, efectivamente, A minimiza la norma en el siguiente sentido:

d
a(w + tda,w + tda) =0 = 0

Para cualquier a € QP~1,

Esto es:

dt dt
= 2(da,w) = 2(a, d*w)

d d
0= —(w+tda,w + tda)|t—o = 2 ((o.) + tda),w + tda) lt=0 = 2(da, w + tdar) 1=
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Esto nos dice que d*w = 0, ya que la igualdad se da para cualquier a € QP~*(M). En particular,
esto nos dice que w serd extremal para la norma si verifica que dw = 0, pero esto es claro ya que
todas las formas de la clase son exactas, y d*w = 0, lo cudl por el teorema [3.2.3| es equivalente a que

la forma es arménica (Aw = 0). O

3.3. Teorema principal

En esta seccion procederemos a demostrar el teorema principal. Para ello seguiremos la misma

estructura de demostracién que para el teorema[2.3.3] En particular el teorema nos dice lo siguiente:

Teorema (Hodge). Sea M una variedad compacta y orientable. Entonces, en toda clase de coho-

mologia de de Rham existe un unico representante armonico.

Es decir, en cada clase de cohomologia habra una forma w que verifica Aw = 0. Nuestra método
para probar este resultado consistira en partir de una cualquiera forma en la clase de cohomologia
wp v hacerla variar hasta llegar al representante armdnico. Para que esta variacion tenga sentido,
tendremos que anadir una variable temporal ¢ € [0,00) a la forma, es decir, las formas de nuestra
demostracién no solo dependeran de su posiciéon z € M en la variedad. Esta variacién la inter-
pretaremos como una solucién para la siguiente ecuacién en derivadas parciales de tipo parabdlico
(ecuacién de tipo calor):

Aw(zx,t) = —%w(m,t) (3.1)

Cuya condicidn inicial sera:

w(x,0) = wo(x)

De nuevo, interpretemos los elementos que forman parte de (3.1). En la parte izquierda de la
igualdad tenemos Aw, e interpretaremos A como el operador que nos minimiza la norma L? de
nuestra forma, y lo haremos variar (parte derecha) en el sentido contrario del “ gradiente” de la
forma, de tal manera que buscamos un minimo, ya que como se vié en las formas armédnicas
son minimos de la energia. El método finalizara cuando se consiga que %w(x, t) = 0, es decir, cuando
la forma haya dejado de “variar ”.

Enunciaremos a continuacién una serie de resultados de caracter general de teoria de ecuacio-
nes en derivadas parciales que usaremos como argumentos durante la demostracién. Estos

resultados pueden ser trasladados a variedades riemannianas compactas por el teorema

Teorema 3.3.1 (Existencia de soluciones). Sea wy € C*>*(QP(M)), para algin « € (0,1). Entonces

eziste tg > 0 tal que tiene solucion en [0,to), ademds, esta solucién también es de clase C**

Teorema 3.3.2 (Unicidad de soluciones). Las soluciones de [3.1] son nicas. Si hay dos soluciones

w1 Y we para tiempos t € [0, T] con la misma condicién inicial, entonces coinciden en [0,T]. Ademds,
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satisfacen la propiedad de semigrupo, es decir, si w(-,t) resuelve la ecuacidn, entonces también

w(,t+5) = ws(-,t) con ws(+,t) solucion para el problema con valor incial ws(-,0) = w(:, s)

Observacion 3.3.3. Con estos dos resultados, y considerando la solucién del primer problema como

valor inicial del siguiente podemos deducir la existencia de solucién para todo tiempo
Teorema 3.3.4 (Estimacién normas). Una solucion w pam con valor inicial wy € L? y definida
en 0 >t > T verifica la siguiente estimacion para cualquier e con 0 <e >t >T
0
l|w(-; )|z (ar) + Haw(',t)HCQ(M) <K
Donde K sélo depende de la norma L? de la forma, € y de la geometria de la variedad.

Observacién 3.3.5. Como corolario de este teorema se tiene el teorema de Ascoli - Arzela, que nos
dice que si tenemos una sucesién acotada (f,) en un espacio de Holder, C* con « € (0,1) entonces

.7 . . .. ’
podemos encontrar una sucesion convergente en cualquier espacio de Holder C* con o' < a.

Finalmente, se usaran ciertas estimaciones de las derivadas de la norma y energia, que nos

permitiran deducir la convergencia del método.
Teorema 3.3.6. Se tienen las siguientes estimaciones:

1. Ljw(,t)|[? < 0. Es decir, la norma de la forma es decreciente.

2. j—;Hw(-,t)HQ > 0. Es decir, la norma es convera.

3. LE(w(-,t)) <0. Es decir, la energia decrece.

Demostracion. ||w(-,t)|> = 9y (w,w) = 2(dw,w) = —2(Aw,w) < 0

L D = B4(-2(8w, ) = 0, (~2((dd + " d)o, )

= 9,(—2((dd*w,w) + (d % dw,w)))

= OW(-2((d"w, d"w) + (o, )

= —4((d*Ow, d*w) + (dOyw, dw))

= 4((Aw, dd*w) + (Aw, d*dw))

= 4(Aw, Aw) > 0.

Finalmente,
OB (1) = 045 (doo, ) + 3 (&', ")

- %Z(datw, dus) + %Z(d*&gw, d*w)
= (Oyw, dd*w) + (Oyw, d* dw)
= (Aw,Aw) < 0.
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Con estos resultados ya podemos demostrar el teorema.

Teorema 3.3.7 (Hodge). Sea wo una p - forma de clase C*>* para algin o € (0,1). Entonces existe

una unica solucion para:

Aw(x,t) = _4

dtw(x, t)

w(z,0) = wo(x)

Demostracion. Por el primer teorema como wy € C>%(M) entonces tiene solucién, y por
el segundo teorema esta solucién es tnica y esta definida para todo tiempo.

Ahora, vemos que la solucién es precisamente la forma arménica deseada.

Sabemos, por [3:3.6] que como la norma de w decrece para todo tiempo, existird alguna sucesién
de tiempos (£,) — oo tal que ||Oww(-,tn)|| — 0.

Ahora, ya que tenemos una sucesién acotada en un espacio de Holder C%“, aplicando el teorema
de Ascoli - Arzela, tenemos una subsucesion convergente en €2 para todo o < a. Es decir, tomando
Aw(-,t,) = —0yw(-,t,), obtenemos que Aw(-,t,) — 0 con t,, — oo en algin espacio de Holder C>¢.
Es decir, w(-,t,) converge a una forma arménica Hw.

Finalmente, veremos que la eleccién de la forma inicial en cada clase de cohomologia no cambia
el representante armonico al que converge la solucién.

Sea w1 (z,1) := w(x,t) —Hw(x). Vemos que w; estd en la misma clase que w ya que difieren en una
forma armoénica, en particular, exacta. Ademads, w; también es solucion de va que AHw = 0.

Repitiendo el primer paso de la demostraciéon obtenemos que wy — Hw cuando ¢t — oo, entonces,

|lw(-,t) — Hw(-)|| = 0 cuando t — oo, es decir, w(x,t) — Hw(z) en C>*

Obtenemos de manera inmediata el siguiente corolario,

Corolario 3.3.8. Sea M una variedad compacta orientada. Entonces se tiene el siguiente isomor-

fismo.

¢ : kerA — HEp (M)

W [w]

donde A : QF (M) — QF(M)
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3.4. Algunas consecuencias

En este capitulo nos dedicaremos a ver algunos resultados bésicos de la teoria de Hodge. Entre
ellas destaca el teorema de descomposicién de Hodge, que nos dice que toda p-forma puede expresarse
como suma directa de una diferencial una codiferencial y una forma armoénica. Otra consecuencia
serd la finito dimensionalidad de los grupos de cohomologia de de Rham para variedades compactas
orientables. Finalmente, se probara la dualidad de Poincaré, que nos identifica la homologia singular
de una variedad de grado p con el n — p grupo de cohomologia de de Rham.

Uno de los principales resultados es el teorema de descomposicion de Hodge, que nos permite
descomponer cualquier forma w como suma de una forma exacta, una forma coexacta y una forma
arménica. Para la siguiente demostracién usaremos la estructura L? de QP (M), es decir, lo miraremos

como el espacio de Hilbert de p-formas con la norma L? definida anteriormente en Q. (M) =
(QP(M)7 ('7 ')LQ)'

Teorema 3.4.1 (Descomposicién de Hodge). Sea M una variedad compacta orientada. Entonces
se tiene
QP(M) = imd @ imd* @ (Hnd N imd* )
Donde A denota la clausura L? de A.
P R —
Resultard que imd N imd*  es precisamente el conjunto de formas armonicas, por lo tanto la

descomposicion quedard

OP(M) = imd @ imd* ® kerA

Demostracion. Ya que hemos tomado la clausura L? de cada uno de los conjuntos de la descom-
posicién, podemos aplicar el Teorema de descomposicién de espacios de Hilbert [A-T.9] Observa-
mos que imd y imd* son ortogonales, ya que, sea w € imd y n € imd*, tenemos que (w,n) =
(da,d*B) = (d*, 8) = 0. Por lo tanto son ortogonales, entonces podemos descomponer QP (M) =
imd @ imd* @ (imd*+ N imd**). Bastard con ver que (imdt Nimd*1) = kerA. w € imd~ significard
que (w,a) = 0 para todo « € imd, es decir, las formas de la forma d*n = 0. De manera andloga,
w € imd** significard que (w,a) = 0 para todo a € imd*, es decir, las formas de la forma dn = 0.

Por lo tanto, las que verifiquen ambas serdn formas armonicas. Lo cual concluye la prueba. O

Corolario 3.4.2. Los grupos de cohomologia de de Rham para variedades compactas tienen dimen-

sion finita.

Demostracion. Ya que hemos identificado el niicleo del laplaciano con el grupo de cohomologia en

el corolario y por sabemos que el nicleo es finito dimensional. O

Se tiene también el siguiente isomorfismo, consecuencia de la conmutatividad de la estrella de

Hodge con el laplaciano.
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Corolario 3.4.3. Hk,(M) = H7"(M)

Demostracion. Como se vié en la proposicion [3.4.3] se tiene que *A = Ax, esto nos dice que, para
una forma cualquiera w, se tendrd que *Aw = A * w, de dénde se observa que si w es armonica
también lo sera *w. Este resultado nos establece un isomorfismo kerA; — kerA,,_x, definido como

w — xw. Como consecuencia del resultado anterior se establece el isomorfismo deseado. O
Se concluye la seccién con una prueba de la dualidad de Poincaré.

Teorema 3.4.4 (Dualidad de Poincare). Sea H,(M) el p-ésimo grupo de homologia de M, variedad

diferenciable y compacta definido como (HYp(M))*. Entonces se tiene que la siguiente aplicacion
Hy(M) — Hyp"
es un isomorfismo

Demostracion. La identificacién anterior, el corolario [3.4.3] nos permite la siguiente prueba ele-
mental. Viendolos como espacios vectoriales, serdn isomorfos si tienen la misma dimensién, enton-
ces sabemos que un espacio vectorial y su dual tienen la misma dimensién. De aqui tenemos que

dimH,(M) = dimHY, = H;", donde la tltima igualdad viene dada por el resultado anterior. []

Este teorema tiene un importante corolario.
Corolario 3.4.5. H},(M) =R

Demostracion. Hjp = Hlp(M) = kerAg. Donde Ag : Q°(M) — Q°(M) y ya que las tnicas funciones
continuas sobre una variedad compacta sin borde son las constantes por el principio del méximo, se

tiene que kerAg = R O

3.5. Formas armoénicas y electromagnetismo

Para acabar la memoria, se introducen brevemente las ecuaciones de Maxwell en el caso particular
estatico. Resulta ventajoso reescribir las ecuaciones de Maxwell en términos de formas diferenciables,
y asi poder aplicar los resultados de la memoria. Para esta seccion trabajamos en una regiéon compacta
de R*

Esta seccién se basa en el primer capitulo de [I], donde se podran encontrar los detalles omitidos.

Las ecuaciones de Maxwell son

V-B=0 (3.2)
OB
VxE+ =0 (3.3)
V-E=p (3.4)
oE .
VxB- =] (3.5)
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Donde V- representa la divergencia y V x el rotacional. Los elementos que participan en las ecuacio-
nes son, E : R? — R3 es el campo eléctrico y B : R?* — R es el campo magnético, p es la densidad
de carga y j la densidad de corriente.

Para nuestro caso, asumiremos las condiciones mas simples posibles: vacio y estatica. Luego las

ecuaciones seran las siguientes

V-B=0 (3.6)
VxE=0 (3.7)
V-E=0 (3.8)
VxB=0 (3.9)

Una vez tenemos planteadas las ecuaciones en su forma cldsica, comenzamos a plantearlas en términos

de formas diferenciables. Para ello es necesario tener en mente la siguiente observacién,

Observacién 3.5.1. Se tiene la siguiente situacién particular en R?, dim(Q2}(R?)) = dim(Q2?(R?))
= 3. Es decir, los campos vectoriales de R® pueden ser vistos tanto como 1-formas, como como

2-formas. Ademas, se tienen las siguientes definiciones,
» QV(R3) 4, OL(R3) es el gradiente.
x OL(R3) L Q2(R?) es el rotacional.
» O2(R3) L Q3(R?) es la divergencia.

Para nuestro objetivo nos convendra considerar el campo eléctrico E = (E,, E,, E.) como una

1-forma y el campo magnético B = (B,, By, B,) como una 2-forma, luego
E = FE,dx+ E,dy + E.dz

B = B,dy Ndz + Bydz Ndx + B,dx A\ dy

Nétese que *(dz) = dy A dz, *(dy) = dz Adx y *(dz) = dx A dy.

Con esto, ya podemos reescribir el primer par de ecuaciones en términos de formas. Usando la
observacion omo dB = 0y dE = 0. Ademads, podemos unificar ambos campos en el campo
electromagnético, para el cudl necesitaremos vivir en R*. Para los cdlculos que siguen es conveniente
separar R* en sus componentes espaciales y temporal (los detalles explicitos se encuentran en la
referencia citada anteriormente).

F=B+EANdt

También lo veremos como una 2-forma, ya que, viendolo asi conseguimos simplificar atin maés el

primer par de ecuaciones y conseguimos expresarlas como

dF =0 (3.10)
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Procediendo de manera andloga para el segundo par, y atendiendo a resultados fisicos, se obtiene

que el segundo par de ecuaciones es equivalente a
xdx F' =0
Entonces hemos conseguido reescribir las ecuaciones de Maxwell como

dF =0 (3.11)

«d* F =0 (3.12)

Observese que tenemos por la definicién que d* = (—1)*C+D+1 @« luego la expresién
puede reescribirse como —d*F = 0, que equivale a d*F = 0. Entonces finalmente, hemos llegado a

la siguiente expresion,

dF =0

d"F=0

Estas ecuaciones son equivalentes a que F' sea una forma arménica y, sabemos que tendran solucién
por el teorema principal, que nos garantiza la existencia y unicidad de dicha forma arménica en cada

una de las clases de cohomologia.
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Apéndice A

Operadores elipticos y parabdlicos

Todos los resultados de esta seccién provienen de [3, Capitulos 5, 6 y 7]. Se comienza introduciendo

los espacios de funciones sobre los que se daran los resultados que se usaran en el trabajo.

A.1. Espacios de funciones

Definicién A.1.1. Una norma sobre un espacio vectorial X se define como una aplicacién || - || :

X — [0,00) que cumple las siguientes propiedades:
1. |Ju+ || < |Ju|| + ||v|| para todo u,v € X
2. || ul| = |A|||u|| para todou € X y A € R
3. |jul|]=0siysolosiu=0
Definicién A.1.2. Un espacio normado se dice completo si toda sucesién de Cauchy es convergente.

Definicién A.1.3 (Espacio de Banach). Un espacio es Banach si es normado y completo con la

métrica definida por la norma.
Se destacan algunos espacios de funciones Banach que aparecerdn en la memoria:

Definicién A.1.4 (Espacio Holder). El espacio Hélder de funciones, C*¥(V) est4 formado por las
funciones que son k veces diferenciables cuya k-ésima derivada es y-Hdlder continua y estd acotada

en la y-ésima norma de Hélder, donde:
1. Se dice que una funcién f es y-Hélder continua en V si:
[f(@) = f(y)| < K|z —y[7
paratodo z,y € Vycon0<~vy<1

2. La y-ésima norma de Hélder para la k-ésima derivada de f se define como:

{|D“f(l‘) —D*f(y)|

|z —y["

}

||f||CkW(V) = Z SupﬁEVHDafH + Z SUPg yeVixty
o<k =k
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Con esta norma el espacio Holder es Banach.

Definicién A.1.5 (Espacios de Sobolev). Sea k € N, 1 < p < co. Se definen los espacios de Sobolev

y la norma de Sobolev como sigue:

WFrP(U) :={f € LP(U) : Ya € R", |a| < k Do f € LP(U)}

mmm:zﬁmm%

la| <k

Con a un multiindice y 1 < p < 0.

Se denotard Hg’p(U) a la clausura C°(U) y H*P?(U) a la clausura C°°(U) con respecto a la

norma de Sobolev.

Teorema A.1.6. Se tiene la siguiente igualdad H*P = W*P para 1 < p < oo y k € N. Ademis,

H*P es un espacio de Banach para 1 < p < co.

Definicién A.1.7. Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach cuya norma es inducida por un

producto escalar.

Definicién A.1.8. El espacio de funciones L?(V) se define como el conjunto de funciones f que

son Lebesgue medibles y su norma L? estd acotada, dénde:

oy = ([ 1572
1%
El espacio de funciones L? es de Hilbert.

Teorema A.1.9 (Descomposicién ortogonal de espacios de Hilbert). Sea H un espacio de Hilbert

y S C H un cerrado. Entonces H se puede descomponer de la siguiente forma
H=S®S5"

Donde S+ es el espacio ortogonal a S.

A.2. Operadores elipticos y parabdlicos

Definicién A.2.1 (Operador eliptico). Sea U C R™ un abierto acotado. Se estudia el siguiente

problema.
Lu=fenU
u=0en U

El operador L tendra forma de divergencia y, usando el criterio de Einstein para indices:

Lu = —(a"(8)ug )ug + b*(s)ug + c(s)u
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o en su forma de no divergencia,
Lu = —a" (s)ugiz + b*(s)ug + c(s)u

con u : U — R. Se dice que un operador L es eliptico si existe una constante 6 > 0 tal que:

n
E aij(w)eel > 0)e|?
1,j=1
Para casi todo 2 con a;; las funciones que acompainian a las segundas derivadas parciales en el

operador eliptico y € € R™.

Definicién A.2.2 (Operador parabdlico). Sea U C R™ un abierto acotado. Sea Ur = U x (0,T]

para algun tiempo T'. Un problema de tipo parabdlico se plantea como sigue:

ur + Lu = fenUrp
u=0endU x [0,T) . (A.1)
u=genU x {t =0}

Con f:Up R, g:U = Ryu:Ur — R, se denotard u = u(s,t) con s haciendo referencia a la
variable espacial y t a la temporal. L serd un operador parabdlico de la siguiente forma, usando el

criterio de Einstein para indices repetidos:
Lu = —(a" (s, t)ugi )ug + b (s, t)ug + c(s,t)u

Esta es la forma de divergencia del operador L. Aunque también puede aparecer en su forma de no
divergencia como sigue,

Lu = —a" (s, t)ugig + b (s, t)ug + c(s,t)u
El operador diferencial a% + L se dirad parabdlico si existe una constante 8 > 0 tal que:
a(s,t)eie; > 0|l
Donde € € R".
En el caso particular de la ecuacién del calor, L = —A, se tendrd a* = 6;; yb=c= f =0.

Definicién A.2.3 (Subsolucién y supersolucién de una ecuacién de tipo parabdlico). Sea L un

operador de tipo parabdlico, y sea u € C2(U) N C(U) , si se tiene
us +Lu <0

se dice que u es una subsolucion. De manera analoga, si se tiene
ug +Lu >0

se dice que u es una supersolucion.
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Teorema A.2.4. Sea U C M, un subconjunto abierto y acotado de una variedad riemanniana. Sea

feC*U)NCOU) con respecto al espacio y C1((0,T)) N C([0,T]) con respecto del tiempo. Sea
0
&f—LfSOenUx [0,T]

Entonces f alcanza su mdzimo para (s,t) con s € OU o con t = 0. Para variedades compactas, el

supremo de f(-,t) es una funcidn decreciente en el tiempo.

Teorema A.2.5 (Regularidad de soluciones). Sea g € H2m+1(U),%f € L2(0,T; H*>™2K(U)) con

k=0,---,m. Supongase que se dan las siguientes condiciones de compatibilidad de orden m:

(A.2)

dm—l

g0 =g € Hy(U), g1 := f(0) — Lgo € Hy(V),
s 9m = mf(o) —Lgm-1 € H(%(U)

Entonces se tiene,
d*
dtku e [2(0,T; H2m+2—2k(U))

para k=0,--- ,m -+ 1.

Con este teorema podemos demostrar la regularidad de la tnica solucién de nuestro problema

de tipo parabdlico.

Teorema A.2.6 (Diferenciabilidad de la solucién). Sean g € C*(U) y f € C®(Ur) tal que las
condiciones de compatibilidad de orden m se verifican para cualquier m, entonces el problema de

tipo parabélico tiene solucion tnica u € C(U).

Teorema A.2.7 (Finito dimensionalidad del niicleo de operadores elipticos sobre un compacto). Si

M es compacto y

L:C®M)— C™®(M)
es eliptico. Entonces el nicleo de L es finito dimensional.

Finalmente, el siguiente resultado nos permite traducir todos los resultados que se obtengan en

R"™ a variedades riemannianas compactas.

Teorema A.2.8 (Rellich-Kondrachov). Sea U C R™ abierto y acotado. Sea 1 < ¢ < B sip <n

y1l<qg<oo sip>n. Entonces, H&’p(U) estd contenido de manera compacta en L1(U).

Corolario A.2.9. En una variedad riemanniana compacta M, H“?(M) estd contenido de manera

compacta en L*(M).
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