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Grab a galaxy
There —  feel better?
Make the galaxy real big now —
Grab a solar system —

Make it surround you

Chick Corea



Resumen

El objetivo de este trabajo es proporcionar una introduccién a la cohomologia de Cech con coeficientes en
haces de grupos. Comenzamos desarrollando los fundamentos de la teoria de haces. Posterioremente defini-
mos la cohomologia de Cech, discutimos su funtorialidad y la existencia de sucesién exacta larga. Incluimos
una prueba autocontenida del teorema de Leray que garantiza que ciertos recubrimientos permiten computar
la cohomologia de Cech sin necesidad de usar a la definicién. Relacionamos la cohomologia de Cech con otras
teorias de cohomologia y discutimos brevemente el caso en el que el haz no es abeliano y su aplicacién a la
clasificacién de fibrados vectoriales. Por ultimo, calculamos multiples ejemplos y desarrollamos un algoritmo

para calcular la cohomologia de Cech de un complejo simplicial finito.

Palabras clave: Topologia algebraica, cohomologia de Cech, teoria de haces, espacios étale, sucesion exacta

larga en cohomologia, teorema de Leray, cohomologia simplicial, cohomologia de haces.

Abstract

The purpose of this Bachelor Thesis is to provide an introduction to Cech cohomology with coefficents
in sheaves. We start by developing the foundations of Sheaf Theory. Then we define Cech cohomology.
We discuss the functoriality of this theory and the existence of the long exact sequence. We include a self-
contained proof of Leray’s Theorem, which states that in some cases Cech cohomology can be computed from
the information given by some special coverings. Later we compare Cech cohomology with other cohomology
theories and we briefly discuss the case when the sheaf is not abelian and its applications to vector bundle
classification. Finally we study several examples and we develop an algorithm to compute Cech cohomology

of a finite simplicial complex.

Keywords: Algebraic Topology, Cech cohomology, sheaf Theory, étale spaces, long exact sequence in coho-

mology, Leray Theorem, simplicial cohomology, sheaf cohomology.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de cohomologia ocupa un lugar central en la topologia algebraica. Intuitivamente, una teoria de
cohomologia trata de asignar cierta secuencia de grupos a un espacio topoldogico X. Hay multiples teorias
de este tipo y, en ciertos casos (que precisaremos mds adelante) coinciden. En este trabajo desarrollaremos
los fundamentos de la cohomologia de Cech con coeficientes en haces de grupos abelianos. La cohomologia
de Cech es una teorfa que destaca por su simplicidad para hacer cdlculos. Mientras que otras teorfas usan
definiciones muy complicadas de precisar en los ejemplos (como la cohomologia singular, o la cohomologia de
haces), la cohomologia de Cech de espacios concretos puede ser calculada usando célculos elementales. Y eso
haremos al final del trabajo. Esto le aporta un lugar privilegiado entre las teorias de cohomologia. Resaltar

esta sencillez serd uno de los objetivos que perseguiremos a lo largo del trabajo.

Empezaremos el capitulo 2 introduciendo los haces de grupos: Un haz F' sobre X consistird en asignar a
cada abierto U C X un grupo F(U). Probaremos que siempre podremos pensar en F(U) como el grupo de

funciones continuas de U a cierto espacio topologico.

Paralelamente, un espacio étale sobre X es un par (F,7) donde E es un espacio topolégicoy 7 : E — X es
un homeomorfismo local verificando, entre otras cosas, que la preimagen de cada punto por 7 es un grupo. Esta
estructura de grupo dota a las secciones de E por 7 (aplicaciones continuas f : U — E tal que wo f = Idy)
de estructura de haz. De hecho, a cualquier haz F' le podemos asignar un espacio étale 5(F'), de forma que los
elementos F'(U) son secciones f : U — [(F'). Esto se traducird en que la categoria de haces y la de espacios

étale son equivalentes y podremos construir multiples haces pasando por espacios étale.

Posteriormente hablaremos de las sucesiones exactas de haces, y veremos que el funtor que a cada haz F' le
asigna el grupo F(X) (llamado funtor tomar secciones), es exacto por la izquierda. Es decir: manda sucesiones
exactas de haces 0 - F/ — F — F" a sucesiones exactas de grupos 0 — F'(X) — F(X) — F"(X). Veremos

un contraejemplo que impide extender la exactitud a la derecha.

En el capitulo 3 entramos de lleno en la cohomologia de Cech. Si F es un haz de grupos abelianos y 1
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es un recubrimiento (indexado por un conjunto totalmente ordenado) de X, definiremos el g-ésimo grupo de
cocadenas de Cech como

Cl, Fy= [ FWi,nU,n...00,).

i0<i1<...<ig
Podemos ver una cocadena como una funcién que manda cada interseccién finita a un elemento del haz
evaluado en dicha interseccién. Definiremos también un operador coborde d¥ : CU(U, F) — CI (U, F) y
tendremos un complejo de cocadenas C"(}J, F). Los grupos de cohomologia de este complejo se llamaran
grupos de cohomologia de Cech dependientes del recubrimiento (v se denotardn por Hq(iL F)). La ventaja
de esta cohomologia es que se calcula inmediatamente a partir de la definiciéon. La desventaja es que, como
depende del recubrimiento, parece no decir mucho sobre el espacio. Es por eso que se toma el limite directo

de estos grupos segin refinamos los recubrimientos y queda
HY(X,F):= hgﬁq(u, F).
8¢

Estos grupos (llamados grupos de cohomologia de Cech) s{ que son un invariante topoldgico, pero son muy
complicados de calcular por la definicién. Sin embargo, cuando X sea Hausdorff y paracompacto, tendremos

dos importantes teoremas:

e El teorema de la sucesién exacta larga (teorema 3.3.9): Este teorema es crucial en topologia algebraica.
Por un lado, resuelve el problema de la obstruccién a que el funtor tomar secciones sea exacto. Por otro,
nos proporciona el hecho de que la cohomologfa de Cech (independientemente del recubrimiento) es una
teoria axiomdtica de cohomologia de haces (concepto que trataremos en la seccién 3.5), por lo que serd
equivalente al resto de teorias. Un corolario de esto es que cuando el haz es constante, los grupos de

cohomologia son invariantes por homotopia.

e El teorema de Leray (teorema 3.4.2): Este teorema nos dird que para ciertos recubrimientos (llamados
aciclicos), la cohomologia de Cech puede ser computada con la cohomologia dependiente del recubri-
miento. Esto serd de gran utilidad, porque permitira calcular los grupos de cohomologia de multiples

espacios sin necesidad de tomar el limite directo.

Con este formalismo desarrollado, compararemos la cohomologia de Cech con otras teorfas de cohomologia.
Para terminar estudiaremos qué ocurre con la cohomologia de Cech cuando el haz no es de grupos abelianos.
Por la naturaleza de estos haces, podremos definir sélo hasta el H'(X, F), y ni siquiera serd un grupo (sers
un conjunto con unidad). Sin embargo esto serd suficiente para hablar de sucesiones exactas y probar que

existe una sucesién exacta larga hasta H' (teorema 3.6.4).

En el cuarto capitulo usaremos las herramientas desarrolladas durante los dos anteriores. Comenzaremos
calculando los grupos de cohomologia de algunos espacios. Una vez asentada la idea general de como calcular
la cohomologia de Cech, introduciremos el nervio de Cech de un recubrimiento, que consistird en un complejo

simplicial en el que cada k-simplice se corresponde con una interseccién no vacia U;, N U;, N...NU;,. Con
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esto podremos desarrollar un algoritmo para calcular la cohomologia en ciertos espacios. En el apéndice B
incluimos dos ejemplos de ejecucién de dicho algoritmo, asi como su implementacién en SageMath. Inmediata-
mente después probaremos que en complejos simpliciales la cohomologia de Cech coincide con la cohomologia
simplicial. Esto nos permitird dar la siguiente interpretacién de la cohomologia de Cech (al menos para haces
constantes): Tomamos un recubrimiento bueno 4l y obtenemos su nervio N (1), que es un complejo simplicial.
Entonces H9(4, G) serd la cohomologfa simplicial del nervio: Ha (N (i), G). Finalmente tomamos el limite
directo por refinamiento de i, que se puede pensar como subdivisiones del nervio. De hecho, esta forma de
definir la cohomologfa de Cech es la original histéricamente. Terminaremos con algunas aplicaciones en to-
pologfa, entre ellas daremos una idea de cémo se aplica la cohomologia de Cech a la clasificacién de fibrados

vectoriales y algunas consecuencias de dicha clasificacién.

Hemos incluido un apéndice (apéndice A) dedicado a cubrir todos los resultados algebraicos necesarios para

el trabajo.

1.1 Notacion

En este trabajo X serd un espacio topolégico. A partir del Teorema 3.3.9 necesitaremos que X sea paracom-
pacto y Hausdorff. En ciertos ejemplos X sera una variedad diferenciable, y en otros un complejo simplicial.
Denotaremos por Op(X) la familia de abiertos en X, y por Op,(X) el sistema de entornos abiertos de x
en X. Si S C X es un conjunto cualquiera también podemos considerar su sistema de entornos Opg(X).
Observemos que Op(X) es una categoria donde los objetos son los propios abiertos y los morfismos son las
inclusiones conjuntistas entre estos. Es decir: si U,V € Op(X) entonces diremos que los morfismos de V a U
son {V < U} si V C Uy & en cualquier otro caso. Las categorias de grupos, grupos abelianos y espacios
topoldgicos se denotardn por Grp, Ab y Top, respectivamente. Usaremos H, H, Hging, Ha, Hgr para las

cohomologfas de haces, Cech, singular, simplicial y de Rham, respectivamente.

1.2 Referencias

Para el capitulo de teorfa de haces han sido de gran ayuda [13] (téngase en cuenta que en este texto se llama

haz a lo que nosotros denominamos como espacio étale) y [9].

No hemos encontrado una referencia que trate la cohomologfa de Cech de forma autocontenida e indepen-
diente del resto de cohomologfas. Lo més parecido a un desarrollo sistemético se encuentra en [13]. En [3] se
desarrolla para haces constantes, en [1] se trata usando maquinaria que escapa de los objetivos del trabajo,
y en [12] se desarrolla para prehaces con el objetivo de compararla con la cohomologia de Alexander. En
particular, [13] ha sido de gran ayuda para demostrar el teorema 3.3.9. Para la parte de cohomologia con

haces no abelianos nos hemos basado en [141]. A lo largo del trabajo ha sido importante [7] para referenciar
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algunos resultados de cohomologia singular/simplicial o de topologia algebraica general. Para los resultados

principales de &lgebra homoldgica nos hemos inspirado en [10].

A pesar de tratarse de un trabajo sobre la cohomologia de Cech, en el proceso ha habido que aprender de
cohomologia de haces y de cohomologia axiomdtica de haces para estudiar las limitaciones de la cohomologia
de Cech, su relacién con otras teorfas de cohomologia y adaptar algunas pruebas (como la de 3.4.2). Una
exposicién clara y concisa de la primera puede encontrarse en [6], y para la segunda hemos usado [13]. Por

ultimo, cabe destacar las notas [4], que han sido de ayuda en numerosas ocasiones.

1.3 Nota histdrica

Las ideas de este trabajo se fundamentan en el trabajo de miltiples matematicos a lo largo del siglo XX. Pero
cabe destacar el trabajo de Jean Leray (1906-1998) y Eduard Cech (1893-1960). La principal referencia para

esta seccién ha sido [2].

e A principios del siglo XX habia una voluntad generalizada por extender a espacios mas generales los
métodos para el estudio topoldgico de las variedades diferenciables que habian introducido matematicos
como Henri Poincaré (1854-1912) o Elie Cartan (1869-1951). Una de las ideas con las que se trabajaba
(debida a Alexandroff (1896-1982)) para extender la homologia simplicial a espacios no simpliciales era
la de tomar un recubrimiento del espacio, obtener el nervio del recubrimiento y calcular su homologia
simplicial. Sin embargo, tratando de refinar el recubrimiento, Alexandroff utilizaba propiedades métricas.
Fue Cech quien, en 1932, tuvo la idea de tomar el limite inverso por refinamiento de este recubrimiento.
Nacié asf la homologia de Cech con coeficientes en un grupo. Para formalizar esto inventé el concepto de
limite inverso. Su teorfa dual: la cohomologia de Cech, fue trabajada por Steenrod en su tesis doctoral

(1936).

e Ademds de matemdtico, Leray era un oficial francés dedicado principalmente a dreas relacionadas con
la mecanica de fluidos. El mismo bromeaba autodenomindndose 'mecdnico’(en francés 'mecanicien’).
La topologia algebraica tenia un papel secundario para él. Sin embargo, cuando estallé la Segunda
Guerra Mundial, cay6 prisionero de los alemanes y quedo recluido junto con otros matematicos en Oflag
(Austria, cerca de Salzburgo). En cautividad formé una academia con otros mateméticos. Pero como
temia que los nazis le obligaran a aplicar sus conocimientos en mecéanica de fluidos con fines bélicos,
decidié alegar que su principal rama de investigacion era la topologia algebraica. Su principal intencién
dentro de esta rama residia en construir una teoria de cohomologia que no dependiera de recubrimientos,
simplices o propiedades métricas del espacio. En su curso “Un cours de topologie algébrique professé en
captivité” introducia el concepto de haz, la cohomologia de haces y las sucesiones espectrales. Para més

detalle sobre esta etapa de la vida de Leray, ver [11].




Capitulo 2

Teoria de haces

En este capitulo damos las nociones bésicas de teoria de haces y espacios étale, y probamos que son equivalentes

en el sentido categérico. Introducimos las sucesiones exactas de haces y damos algunos resultados.

2.1 Haces de grupos

Comenzamos dando algunas definiciones bésicas

Definicién 2.1.1. Un prehaz de grupos (sobre X) es un funtor contravariante Op(X) — Grp. Es decir:

e Una asignacién de un grupo F(U) a cada abierto U C X.

e Para cada U C V, un homomorfismo resy,y : F(V) — F(U). Verificando que resy,y = idy y que si

U CV C W entonces resy, i = resy,v o resy,y .

Exigimos que F(&) = {0} sea el grupo trivial, que denotaremos por 0. También usaremos el 0 para el prehaz

trivial.

Si cambiamos la categoria de grupos por la de grupos abelianos diremos que el prehaz es un prehaz de

grupos abelianos o que es un prehaz abeliano.

Aunque no exigiremos que el prehaz sea de grupos abelianos hasta la Seccién 3, usaremos la notacién
aditiva en todo el trabajo. En la préctica, F'(U) serd un grupo de funciones definidas sobre el abierto U. Los
elementos de F(U) llaman secciones de U, y el homomorfismo resy y se llama restriccion porque, como las
secciones seran funciones, resy,y serd la restriccién de las funciones de V' a U. Por esta razén, si f € F(V) y

U C V, escribiremos f|y :=resy v .

Definicién 2.1.2. Sea F' un prehaz sobre X. Diremos que es un haz si satisface las siguientes condiciones.
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e Localidad: Sean U abierto y {U; : © € I} un recubrimiento abierto de U. Supongamos que f,g € F(U),
y f

U, = glu, para todo i € I, entonces se tiene que f = g.

e Pegamiento: Sea U abierto y {U; : i € I} un recubrimiento abierto de U. Sea {f; € F(U;)|i € I} una

familia de secciones. Si fi|u,nu; = fjlu,nu; para todo i,j € I, entonces existe una secciéon f € F(U) tal

que f|y, = fi para todo i € I.

La propiedad de localidad nos dice que una seccién queda totalmente determinada por sus restricciones
locales, mientras que la de pegamiento nos dice que una familia de secciones que pegan bien localmente

permiten definir una seccién global.

Observacién 2.1.3. Es importante observar que todo prehaz de funciones (F le asigna a cada U un conjunto
de funciones U — S con S conjunto) verifica la propiedad de localidad. Sin embargo, no tiene por qué verificar
la de pegamiento. Por ejemplo, témese F' como el haz que a cada U le asigna las funciones inyectivas U — R.
Por otro lado, como la continuidad /diferenciabilidad /analiticidad son propiedades locales (una funcién verifica
la propiedad globalmente si y solo si la verifica en cada punto), los prehaces de estas funciones si verifican la

propiedad de pegamiento.

Los ejemplos paradigmaticos en este trabajo serdan los siguientes

Ejemplo 2.1.4.

e Haz funciones continuas con valores en un grupo topolégico: Supongamos que X es un espacio topoldgico
y G es un grupo topoldgico. Definamos Cx (—, G) como el haz que a cada U € Op(X) le asigna el grupo
Cx(U,G) :={f:U — G| f es continua}. Obsérvese que Cx (U, G) es un abeliano si y sélo si G lo es.
Escribiremos simplemente Gx := Cx(—,G). Si X es una variedad diferenciable, podemos considerar el
haz de funciones C¥(—, G) con valores en un grupo de Lie G. Y si X es una variedad analitica podemos

considerar su haz de funciones analiticas en un grupo de Lie analitico.

e Haz de funciones localmente constantes con valores en un grupo: Sea, de nuevo, X un espacio topoldgico
y G un grupo topoldgico. Utilizaremos G5 para denotar la topologia discreta. En este caso, Cx (—, Gs)
asigna a cada abierto el grupo de funciones continuas de U en Gg. Por tener el ultimo la topologia
discreta, las funciones continuas son las localmente constantes y, si el abierto es conexo, dicho grupo

serd el propio G. Es por esto que usaremos la notacién G := Cx(—, Gs).

Ejemplo 2.1.5. El prehaz que a cualquier abierto no vacio U le asigna un grupo fijo G # 0 (al vacio le asigna
{0}) y a cada inclusién U C V la identidad (salvo si U = @, en cuyo caso es la aplicacién nula) no es un haz
en general porque no verifica la condicién de pegamiento: Sean en X dos abiertos (no vacios) disjuntos Uy, Us.
Pongamos f1 € G = F(Uy) y fa € G = F(Us) tales que f; # fo. Tenemos que f1|y,nv, = 0 = f2|v,nu,, por
ser Uy N Uy = @. Entonces, por el axioma de pegamiento, deberfa existir un f € G = F(U; U Us) tal que

fi = flu, = f = flu, = f2, lo que es absurdo. Este prehaz se suele llamar prehaz constante. Como no es
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un haz, reservaremos el nombre de haz constante G para el haz de funciones localmente constantes sobre G.
De hecho veremos en 2.5.7 que el haz constante es la hacificacion del prehaz constante. Si G = 0 el prehaz

constante si es un haz, denominado haz trivial.

De hecho, tenemos la siguiente propiedad:

Lema 2.1.6. Si F' es un haz sobre X y U,V € Op(X) son abiertos disjuntos, tenemos que F(U U V) =
F(U) x F(V).

Demostracion. Construyamos un isomorfismo ¢ : F(UUV) — F(U) x F(V). A cada x € F(UUV) le

asociamos ¢(z) = (z|y,z|v). Si z|y = 0y y z|v = Oy, la propiedad de localidad nos da que z = Oyyy, luego

¢ es inyectiva. Y es sobreyectiva, porque si (a,b) € F(U) x F(V), como UNV =&, aluynv = 0 = blunv, la

propiedad de pegamiento nos da que existe x € F(UUV) con z|y =ay x|y =b. O

Definicién 2.1.7. Sean F,G (pre)haces sobre X, un morfismo de (pre)haces ¢ : F — G es una familia de

homomorfismos {¢y : F(U) = G(U)|U € Op(X)} tales que para cada U C V el siguiente diagrama conmuta
F(V) 25 aw)

resy,v

_3
@
w
s
— <
-~
d
<~

Si E,F,G son (pre)haces y ¢ : E — F, ¢ : F — G son morfismos, definiremos la composicidn como el
morfismo 1 o ¢ que asocia a cada U € Op(X) el morfismo de grupos ¢y o ¢y. Este tltimo conmuta con las
restricciones. En efecto: (¢y o py) oresyy = ¢y o (resy,v o py) = resy,y o (Yy o gy ). Luego es un morfismo

de (pre)haces.

Observacién 2.1.8. Un morfismos de prehaces no es més que una transformacién natural entre funtores (ver

A2.1).

Definimos el morfismo identidad Idp : F' — F es aquel definido por (Idr)y := Idpy) en cada U € Op(X).
Y decimos que ¢ : ' — G es isomorfismo si existe ¢ : G — F con oy =1Idg y 1 o ¢ = Idp. Es inmediato

ver que ¢ es un isomorfismo si y solo si ¢y : F(U) — G(U) es isomorfismo para cada U € Op(X).

Observacién 2.1.9. Con todo esto tenemos que la clase de prehaces sobre X, con los morfismos de prehaces,
forman una categoria, que denotaremos por Psh(X). Andlogamente, la clase de haces sobre X con los mor-
fismos de haces, forman la categorfa Sh(X). Y podemos considerar la inclusién Sh(X) — Psh(X), porque

todo haz es un prehaz.

Definicién 2.1.10. El nicleo de un morfismo de prehaces ¢ : F' — G es el prehaz ker ¢ dado por (ker ¢)(U) :=
ker gy para cada U € Op(X).

Lema 2.1.11. ker ¢ es un haz si F' es un haz.
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Demostracion. Probemos las propiedades de localidad y pegamiento.

Localidad: Sean U € Op(X) v f,g € ker ¢, y sea {U;}; recubrimiento de U tal que f

U, = g|u, para todo 1.
Como f y g pertenecen a ker oy C F(U) y F' es un haz, aplicamos la propiedad de localidad de F' y tenemos

que f=genU.

Pegamiento: De nuevo, tomamos U € Op(X) y {U;}; un recubrimiento abierto suyo. Sea {f; € ker oy, };
tales que fi|u,nv; = fjlvinu,- De nuevo, pertenecen a F(U) asi que aplicamos la propiedad de pegamiento
en F'y obtenemos que existe f € F(U) tal que f|y, = fi. Para ver que f € (ker¢)(U) hay que ver que
wu(f) = 0. En efecto, oy (f) u,) = ¢u,(fi) =0. O

U; = $PU; (f

Definicién 2.1.12. Un morfismo de haces se dice inyectivo o monomorfismo si ker ¢ = 0.

Querrfamos hacer lo mismo para la imagen, sin embargo, el prehaz definido por (Imp)(U) := Imypy no es

un haz. Habra que desarrollar mas la teoria para poder definir la imagen de un haz. Lo veremos en 2.6.

Definicién 2.1.13. Si F' y G son (pre)haces, diremos que F' es un sub(pre)haz de G si F(U) es subgrupo
de G(U) para cada U € Op(X) abierto. Adem4s la inclusién de F(U) «— G(U) induce un homomorfismo de

(pre)haces que llamaremos inclusion de F' en G y denotaremos por F' < G.

2.2 Espacios étale

Para seguir hablando de haces serd util introducir el concepto de espacio étale que, en cierto modo (que
precisaremos més tarde), es equivalente al de haz. Una vez definidos los espacios étale podremos hablar de la
hacificacion: proceso por el cual podemos construir un haz a partir de un prehaz. Esto serd de gran utilidad

para construir el haz imagen y el haz cociente.

Comenzaremos dando la nocién de espiga, para la cual se usa el concepto de limite directo, cuya definicion

y propiedades se detallan en A.3.

Definicién 2.2.1. Sea F' un prehaz de grupos sobre X y z € X. El conjunto de entornos abiertos de x,
Op..(X), es un conjunto parcialmente ordenado por la inclusién inversa, y cada par de entornos estd acotado
por su interseccién. En particular, es un conjunto dirigido, que indexa la familia de grupos {F(U) : U €
Op,(X)}. Definimos los homomorfismos del conjunto dirigido como las restricciones resy v . Asi, definimos la

espiga de F' en x como

UeOp, (X)
Observacién 2.2.2. ;En qué se traduce esta definicién? Sean f € F(U), g € F(V). Serdan equivalentes si
existe alguna aplicacién restriccién que los transforma en el mismo elemento. Es decir, si existe un W Cc UNV

tal que flw = g|w. La clase de un elemento [f] € F, la denotaremos por f,. La clase f, se llama germen de
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f. Obsérvese que si f, = g, entonces f(z) = g(x), ya que tienen que coincidir en un entorno de x. Este valor

se llama valor del germen f, en x y se suele denotar como f,(x).

Ejemplo 2.2.3. Sea F' el haz de funciones localmente constantes: F(U) = {f : U — G| continua}. Veamos
que F,, = G. Para esto basta considerar el homomorfismo f,, — f,(z). Es claramente sobreyectivo porque para
g € G podemos considerar la funcién constante g. Es inyectivo porque si f,(z) = 0, entonces f vale 0 en un
entorno de x. Pero por ser G discreto y f continua, f~1(0) es un entorno abierto de x, y f es constantemente

nula en ese entorno, luego f, = 0,.

Observacién 2.2.4. Un morfismo de prehaces ¢ : F' — G induce un morfismo en las espigas. Un morfismo
de prehaces es precisamente un morfismo de sistemas de grupos indexados por la familia de abiertos de
X. Es por esto que induce un morfismo en los limites directos (ver A.3.5), es decir, un morfismo en cada
espiga ¢, : F, — G,. Explicitamente: si f, = [fy] con fy € F(U) y U entorno abierto de x, entonces
e (fe) = [ou(fu)] = (pu(fv))a-

Definicién 2.2.5. Un espacio étale (sobre X) es un par (E, ) donde E es un espacio topolégicoy 7 : E — X

es un homeomorfismo local que verifica:

1. 7= Y(z) es un grupo para cada = € X.

2. La siguiente aplicacion es continua:

EoE:={(f,9) e EXE :n(f)=mn(9)} — E
(fIv gz) = fr— G
A veces, en un abuso de notacién, denotaremos (E,7) por E. La aplicacién 7 se llama proyeccion y el

conjunto 7~ 1(x) se llama espiga de x. Diremos que el espacio étale es abeliano si para todo z el grupo 7~ !(z)

es abeliano.

Observacién 2.2.6. La topologia inducida en cada espiga es la discreta. En efecto, dados z € X y p €
7~ 1(z), restringimos 7 a un entorno U de p para que sea homemomorfismo, en particular biyectiva. Asf,

{p} = U nn~Y(x), es abierto en 7~ 1(x).

A continuacién, introducimos los morfismos entre espacios étale.

Definicién 2.2.7. Sean (Ej,71), (E2,m2) dos espacios étale sobre X. Un morfismo de espacios étale es una

aplicacién continua ¢ : E; — F» tal que el siguiente diagrama conmuta

y tal que, al restringir a cada espiga, es un morfismo de grupos. Es claro también que dos morfismos de
espacios étale se pueden componer y que existe un morfismo identidad de espacios étale Idg definido por

Idg(f) = f para cada f € E.
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Observacion 2.2.8. Con esto podemos definir la categoria de espacios étale sobre X, con los morfismos de

espacios étale, y la denotamos por Et(X).

Ejemplo 2.2.9. Si G es un grupo con la topologia discreta, (X x G,m1) es un espacio étale sobre X (donde

71 es la proyeccién sobre la primera coordenada).

2.3 El haz de secciones

El préximo objetivo es el de asignar un haz a cada espacio étale.

Definicién 2.3.1. Sea U un abierto de X y E un espacio étale sobre X. Una seccion de E sobre U es una
aplicacién continua f : U — E tal que mo f = idy. Decimos que una seccién es global si U = X. Denotamos

el conjunto de las secciones sobre U por I'(U, E).

Observacién 2.3.2. Obsérvese que I'(U, E) es un grupo con el producto definido puntualmente. Este estd
bien definido por tratarse de secciones (las imdgenes del mismo punto van a la misma espiga, donde la

operacion estd definida e induce una aplicacién continua).

Afirmamos que el funtor I'g

I'g : Op(X) — Grp

que a cada U € Op(X) le asigna el grupo I'(U, E), con la restriccién de funciones como aplicacién restriceion,
es un prehaz. Por tratarse de funciones continuas, verifican las propiedades de localidad y pegamiento. Lo
dnico que hay que verificar es que al pegar secciones de 7 resulta una seccién de 7, pero eso es inmediato. Luego
tenemos un haz. Asi, a cada espacio étale E le hemos asignado de manera natural un haz, que llamaremos

a(E). Observemos que si U C X es abierto, entonces a(E)(U) = T'(U, E).

Sean E7, Fy dos espacios étale y ¢ : E1 — E5 un morfismo de espacios étale. Podemos definir un morfismo
de haces a(p) : a(E1) — a(F>) por
Oé((p)U : F(U7 El) — ].—‘(U7 Eg)
f = polf,

y es rutinario comprobar que las aplicaciones «(¢)y conmutan con las restricciones.

Asi, tenemos un funtor

a: EBt(X) —  Sh(X)

2.4 Espacio étale asociado a un prehaz

Ahora vamos a ver ¢cémo construimos un espacio étale a partir de un prehaz cualquiera.
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Definicién 2.4.1. Sea F' un prehaz. Definimos su espacio étale como 5(F) = (E,n) donde

1. E=|],cx F: es el conjunto dado por las uniones disjuntas de las espigas

2. m: F — X es la proyeccion que manda cada f, € F, ax

Definimos en F la topologia generada por
{A(U, f) : U C X abiertoy f € F(U)},
donde A(U, f) = {fz :x € U}.

Proposicién 2.4.2. B(F) es un espacio étale.

Demostracion. Veamos que 7 es continua: Si U C X es abierto, entonces

7 U)={fa:z €U feFV), conVeOp,U)}=) U Aw.pn,

w€U VEOD, (U) fEF(V)

que es unién de abiertos. También es abierta, puesto que transforma A(U, f) en U. Y en cada uno de estos

abiertos es claramente una biyeccién. Luego 7 es homeomorfismo local.

Si # € X se tiene que 7~ !(z) = F, es la espiga en x, y por ser limite directo de grupos es grupo (ver
A.3.3). Veamos que la aplicacién p : E o E — E, definida por p(fs,gz) = fo — g es continua. Sea A(U, h)
un entorno abierto de h, = f, — g, en E, con h € F(U). Pongamos que f € F(V) y g € F(W) para ciertos
V,W € Op,(X), por lo que existe otro entorno abierto @ C U NV NW tal que

hlqg = flg — 9le;

por lo que al localizar en cada punto = € @, se tiene hy = (h|g)z = (f|o)z — (9]@)z- Considerando el abierto
A(Q, flo) X A(Q, glq) C E x E restringido a E o E, que es entorno de (fs, gs), verifica que su imagen por p
estd contenida en A(Q,h) C A(U,h). O

Definicién 2.4.3. Sean F, G dos prehaces y sea ¢ : F' — G un morfismo de prehaces. Podemos definir un
morfismo de espacios étale
Ble): BF) —  B(G)
fo = ealfa),
donde @, : F,, — G, es la aplicacién definida en 2.2.4. Claramente 8(p) conmuta con las proyecciones. Solo

falta ver que es continua.

En efecto, denotemos por (Er,7r) v (Eq, ) los espacios étale B(F) y B(G), respectivamente. Sea f, €
B(F), como 7 es homeomorfismo local, existe un U € Opy_(8(F')) en el cual 7p es homeomorfismo. Por ser
7 homeomorfismo local, existe un V'€ Op,,_(1,1(B(G)) en el cual mg es homeomorfismo. Como el diagrama

(2.1) conmuta, 7p(fz) = ¢ = 7 (B(@)(f2)) v asi, 7r(U) y ma(V) son entornos abiertos de x. Es suficiente
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con considerar su intersecciéon: W := np(Ep) Nwg(Eg) C X, que sigue siendo entorno de z. De esta forma,

1

B rr-1w) = (MGlrgwy) ™" © WF\WF(W) c (W) — 75 (W) es un homeomorfismo. Hemos probado

entonces que [(¢) es un homeomorfismo local, por lo que es abierta y continua.

B(e) Ee
NP
X

Observacién 2.4.4. Un espacio étale no es necesariamente Hausdorff. Consideremos el espacio étale asociado

Er

(2.1)

al haz de funciones diferenciables reales: S(Cg°(—,R)). Tomemos f =0en Ry gquesea Oent <0y e/t

para t > 0. Ambas tienen el mismo germen en los negativos, y distinto en el 0, por lo que no se pueden separar
fo de go por abiertos disjuntos, ya que todo entorno de cero contiene reales negativos. Si queremos un espacio
étale Hausdorff hay que exigir més rigidez en el haz. Por ejemplo, las funciones analiticas no permiten estos

comportamientos gracias al principio de identidad.

2.5 Relacién entre haces y espacios étale

El objetivo de esta seccion es probar que la categoria de haces y la de espacios étale son equivalentes.

Proposicién 2.5.1. Para cada F € Et(X) se tiene S o a(F) = E. En otras palabras, 8 o « recupera el étale

original médulo isomorfismo.

Demostracion. Sea E un espacio étale. Tomamos su haz de secciones a(FE). Sea f, € f(a(FE)) el germen en

cierto z de alguna seccién f € T'(U, E), donde U es un entorno abierto de x. Definimos entonces

¢ Bla(E) — E
fo = f(2).
Esta aplicacién estd bien definida porque si tomamos otro representante f € T'(U’, E) con U’ entorno de z

tal que f. = f,, existe un entorno abierto de =z, W C UNU’ tal que f|lw = f'|lw y asi f(x) = f'(z). Es claro

que el diagrama

conmuta, porque f(z) € E'y f es una seccidn.

La demostracion de que 1 es homeomorfismo local procede de manera exactamente igual que en la demos-

traciéon de que B(y) es homeomorfismo local (definicién 2.2.4).

Si probamos que es biyectiva tendremos que es un homeomorfismo. La sobreyectividad se deduce de que

para cada y € E consideramos f, € f(a(F)), donde x = w(y) y f : X — E es la aplicacién constantemente
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y. Es claro que ¢¥(f;) = f(z) = y. Veamos la inyectividad: Supongamos que ¢(f;) = ¥(g,). Entonces
f(z) = g(y) € E para ciertos f € (U, E), g € T(U',E) con U,U’ entornos de z,y respectivamente. Luego
x=mo f(x) =mog(y) =y. fy g son funciones continuas con valores en E. Falta ver f = g en un entorno de
x. Podemos suponer que U = U’. Como wo f =idy = mo g y m es homeomorfismo local, podemos invertir 7

en un entorno de f(x) = g(z), por lo que existe un entorno de z en el que f = g. O

Proposicién 2.5.2. a o f|gn(x) recupera el haz original (médulo isomorfismo).

Demostracion. Sea F un haz y B(F) su espacio étale, veamos que « o S(F') es isomorfo a F como haz.
Consideremos el homormorfismo de haces ¢ : F' — a(8(F')) definido de la siguiente forma: dado U € Op(X),
para cada f € F(U) definimos ¢y : F(U) — I'(U, B(F)), donde ¢y (f) es la seccién que a cada x € U le
asigna f,. Esta seccién es claramente continua porque tomando cualquier entorno de f, contenido en A(U, f)
se tiene que su preimagen por 7 es un abierto en U. También es inmediato que 7 o ¢y (f) = Idy. Por lo que,
efectivamente, ¢y (f) € T'(U, B8(F)). Probar que el morfismo conmuta con las restricciones es automdtico y no

aporta nada interesante a la demostracion.

Probemos ahora que ¢y es isomorfismo. Vamos con la inyectividad: Supongamos que ¢y (f) es la seccién
que a cada x le asigna el neutro 0,, es decir, f, = 0,. Entonces, para cada = € U existe un entorno abierto
de x, U® C U tal que O|y= = f|y=. Tomando el recubrimiento {U?® : € U} podemos usar la propiedad de
localidad del haz F' para obtener que f =0y € F(U).

Probemos ahora la sobreyectividad: Sea g € T'(U, B(F)). Tomemos un representante de g en torno a un
punto z. Cada € U tiene un entorno abierto U® y existe una seccién gy € F(U?®) tal que gy=(p) = g(p)

para cada p € U*. Si x,y € U, tenemos que

gUz|UIﬂUU = gUy|anUy.

Luego, por la propiedad de pegamiento de F, se tiene que existe un f € F(U) tal que f|y= = gye=. O

Observacion 2.5.3. Estas dos proposiciones muestran que tomar el haz de secciones de un étale y tomar
el espacio étale formado por las espigas de un haz son procesos inversos (salvo isomorfismo). Entonces, si
encontramos un haz y un étale de forma que los grupos de secciones del espacio étale I'(U, F) coincidan con

los grupos F(U), tendremos que E = B(F).

Ejemplo 2.5.4. Si F es el haz de funciones localmente constantes sobre un grupo, el espacio étale asociado

a F es X x Gy con la topologia producto, y la aplicacién proyeccién sobre la primera coordenada.

En efecto, el grupo F(U) coincide con el grupo de funciones continuas C(U, Gys), que a su vez se identifica
con el grupo de funciones continuas C(U, X x Gs) que verifican 7 o f = idy. Es decir, I'(U, X x G5). Como
(X x Gs,m) es un espacio étale y su grupo de secciones coincide con F(U) (para cada U), tenemos por la

observacion 2.5.3 que es isomorfo a F'.
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Corolario 2.5.5. La categoria de haces y la categoria de espacios étale son equivalentes (en el sentido de

A2.2).

Demostracion. Hemos definido un funtor a : Et(X) — Sh(X) que, gracias a 2.3 transforma los morfismos de

espacios étale en los respectivos morfismos de haces.

En el sentido opuesto, tenemos un funtor B|sh(x) : Sh(X) — Et(X) que, gracias a 2.4.3 transforma los
morfismos de prehaces en los respectivos morfismos de espacios étale. En la proposicién 2.5.2 probamos que
para cada haz F' existe un isomorfismo ¢p : awo S(F) — F.Y en la proposicién 2.5.1 vemos que para espacio
étale F existe un isomorfismo 9 g : foa(FE) — E. Es rutinario comprobar que para cualesquiera Fi, Fy haces

y cualquier morfismo ¢ : F; — F; el siguiente diagrama conmuta

oo B(F) 2 0o p()

oF, l 932 i

Fy - Fy,
lo que nos dice que hay un isomorfismo natural entre el funtor identidad y el funtor « o 3.

Andlogamente, para cualesquiera espacios étale Fy y Es, y cualquier morfismo ¢ : E1 — Fs, el siguiente

diagrama conumuta

Boa(E) 222 5o a(Ey)

Ve, l YE, J/

£y 4¢>E2’

y tenemos que hay un isomorfismo natural entre el funtor identidad (en la categoria de espacios étale) y el
funtor B o a. Estas dos conclusiones nos proporcionan que la categoria de haces es equivalente a la categoria

de espacios étale. O

Definicién 2.5.6. Hemos visto que el funtor ao 8 : Psh(X) — Sh(X) restringido a Sh(X) es la identidad.
Asf que si tomamos un prehaz F que no sea haz y le aplicamos « o  obtenemos un haz F*. El proceso por

el que se construye el haz F'™ a partir del prehaz F' se llama hacificacién.

Ejemplo 2.5.7. Con esta nueva terminologia, el ejemplo 2.5.4 nos dice que el haz constante es la hacificacién

del prehaz constante.

2.6 Construcciones

Definicién 2.6.1. Sea F' es un haz de grupos y G es un subhaz de forma que G(U) es un subgrupo normal
en F(U) para cada U € Op(X). Definimos el prehaz cociente F//G el prehaz que a cada U le asigna el grupo
F(U)/G(U). Este prehaz en general no es un haz (ver ejemplo 2.6.2). Asi que definimos el haz cociente F/G

como la hacificacién del prehaz cociente.
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Ejemplo 2.6.2. Un ejemplo en el que el prehaz cociente no es un haz es el siguiente: Considérense en el
espacio X = S! los haces F' = C'x(—,R) y G el haz constante 27Z. Es claro que G es un subhaz de F. Veamos
que el prehaz F'/G no cumple la propiedad de pegamiento. Sean Uy y Us dos arcos abiertos de circunferencia
que se solapan en la unién disjunta de los arcos (la definicién precisa se encuentra en el ejemplo 3.1.10). Sean
y fi (i = 1,2) funciones argumento definidas en U;. (miden el dngulo con el punto (1,0)). Es bien sabido que
no existe una funcién argumento global. Aunque f; y f2 no tienen por qué coincidir en las intersecciones,

difieren en un multiplo entero de 27. Es por esto que en el cociente si coinciden:
fl(ﬂf) —+ 27TZ(U1) = fg(x) + QTZ(UQ)
para todo x € U; N Us. Sin embargo, no existe ninguna seccién global.

Proposicién 2.6.3. Si tomamos el haz cociente F'/G, tenemos que (F/G), = F,/G,.

Demostracion. Sea x € X, por definicién

(F/G)y = lim  F(U)/GU)= lm {f+GU):feFU)}
U€eOp,(X) U€Op,(X)

Definamos un isomorfismo ¢ : (F/G), — F./Gy. Sea h, € (F/G),. h, es una clase de equivalencia, as{ que
escojamos un representante suyo: f + G(U), para cierto U entorno abierto de x y f € F(U). Y as{ definimos
¢(hy) = fo + G, € F,/G,. Probemos que esté bien definido: Tomemos otro representante f'+G(V), con V €
Op,(X)y f' € F(V). Por estar en la misma clase que f+ G(U), existe otro entorno de x abierto W Cc UNV,
tal que (f+G(U)lw = (f'+G(V))lw. Como (f + G(U)lw = flw +GW) ¥ (f +GU))lw = flw +G(W)
tenemos flw + G(W) = f'|w + G(W). Aplicando la proyeccién sobre el limite directo queda

fot Go = (flw)e + GW)e = (flw + GW))a = (f'lw + GW))z = [, + G

Es rutinario probar que ¢ respeta la operacién del grupo. Veamos la inyectividad: Si ¢(h,) = 0, + G, entonces

existe un representante f + G(U) verifica que f, € G,. Es por esto que
he =(f+GU))z=fo+GU)s =GU)z = (0+ G)s.

Para ver la sobreyectividad tomemos f, + G, € F,/G,. Escogiendo un representante de f,, f € F(U) para
algiin entorno U de z se tiene (por definicién de ¢) que ¢((f + G(U)).) = fo + G- O

Definicién 2.6.4. Si f : F — G es un morfismo de haces, definimos su imagen como la hacificacién del

prehaz (Imf)(U) := Imfy. Diremos que un morfismo de haces es sobreyectivo o epimorfismo si Imf = G.

Aunque se puede probar facilmente que f : F' — G inyectivo si y solo si ker fy = 0 para todo U, no es cierto
que f sea sobreyectivo si y solo si Imf(U) = G(U) para todo U. Sin embargo, si tenemos las equivalencias en

las espigas.

Proposicién 2.6.5. Sea f: FF — G un morfismo de haces entonces
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1. f es inyectivo si y solo si f, : F, = G, es inyectivo,

2. f es sobreyectivo si y solo si f, : F, — G, es sobreyectivo.
Demostracion. Se deducirad de la proposicién 2.7.2. O

Por tdltimo, vamos a estudiar como “trasladar” haces de un espacio a otro usando funciones continuas:

Definicién 2.6.6. Sea f : X — Y una aplicacién continua entre espacios topoldgicos. Si F' es un haz sobre

X, podemos definir su haz imagen directa f.F (sobre Y) como

FFQU) = F(f~1(U))

para cada U € Op(Y).

Si quisiéramos partir de un haz F' en Y y definir un haz imagen inversa en X, seria bastante natural
definirlo en cada abierto U como F(f(U)). Sin embargo, esto no estd bien definido, ya que f no tiene por qué

ser abierta. Es por esto que se toma el limite directo de F(V') en los abiertos V' que cubren f(U).

Definicién 2.6.7. Sea f: X — Y es una aplicacién continua entre espacios topoldgicos. Sea F' un haz sobre
Y. Definimos su imagen inversa f~'F sobre X como
EU) =l (V).
VEOpD (1 (X)

Puede verificarse que (f~1F), & F(y) via cierto isomorfismo 6. Y con esto se tiene el siguiente diagrama

conmuta
B 1F) " B(F)
L,
X 5 Y,
donde 0 : f, + 0,(f.). El haz imagen inversa se denota usualmente por f~'F y no por f*F porque la tltima
notacién se reserva para otro concepto en geometria algebraica. Para maés propiedades de este haz ver la

seccién 1.7 de [9].

2.7 Sucesiones de morfismos de haces

En esta seccién introduciremos las sucesiones exactas en la categoria de haces y daremos algunos ejemplos
importantes. Luego estudiaremos la relacién entre la exactitud de una sucesién de haces y la exactitud en los

grupos de secciones.

Definicién 2.7.1. Una sucesion de haces es exacta si la imagen de cada morfismo coincide con el nucleo del

siguiente. La sucesion se dice exacta corta si es de la forma 0 - A — B — C — 0.
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Sera util la siguiente caracterizacién

Proposiciéon 2.7.2. Sea

. >F—>G—H— ... (2.2)

una sucesién de morfismos de haces. La sucesion es exacta si y solo si lo es en cada espiga. Es decir, si para

cada x € X, la sucesién

.~ F, -G, —H, — ... (2.3)

es exacta (como sucesién de grupos).

Demostracién. Sean F L G % H morfismos de haces. Observemos que

(kerg), ={ps € Fy:p€kergy C F(U)} = {ps € Fr : gu(p) =0y} = ker g,

donde U € Op,(X) es un entorno de x y p es un representante de p, definido en dicho entorno.

Analogamente,

(Imf)y ={pzs € Gz :p € Imfy CGU)} = {ps € Gy : g € F(U) con p = fu(q)}

={p: € Gy : 3¢z € Iy con py = fu(qe)} = Imfy,

donde U y p estan definidos como antes. Asi,
2.2 es exacta < kerg = Imf < ker g, = Imf, para todo x € X < 2.3 es exacta para todo =z € X.
O

Ejemplo 2.7.3. Si G es un haz de grupos abelianos y F' es subhaz de G entonces la siguiente sucesion es

exacta

0—-F—G—F/G—DO.
Para verlo basta con tener en cuenta que (F/G), = F, /G, (ver proposicién 2.6.3), porque asi
0= F,—> G — G /F, =0

es exacta para cada x € X.

Construimos ahora una familia muy importante de ejemplos de sucesiones exactas de haces. Estas se cons-

truirdn a partir de sucesiones exactas de grupos topoldgicos (no necesariamente abelianos).

Definicién 2.7.4. Una sucesion exacta corta de grupos topoldgicos es una sucesién exacta de grupos 0 —
F i> GL H—-0 que, ademds, son grupos topoldgicos, f es un embedding (homeomorfismo sobre su imagen)

y g es continua.
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Observacion 2.7.5. Observemos que una aplicaciéon continua f : F' — G entre grupos topoldgicos abelianos
induce un morfismo f, : C(—, F) — C(—, G) entre los haces de funciones continuas sobre dichos grupos de la

siguiente manera. Para cada U € Op(X) definimos f.;; : C(U, F) — C(U,G) por f.;(s) = fos.

Esto nos lleva a estudiar qué ocurre con las sucesiones exactas de grupos topoldgicos y las sucesiones de

haces de funciones con valores en estos:

Proposiciéon 2.7.6. Sea 0 - F < G 95 H una sucesién exacta de grupos topolégicos, entonces la siguiente
sucesion de haces es exacta

0= C(—,F) L5 0-,6) % o(—, H).

Demostracion. Sea © € X. Veamos que f., : C(—,F), — C(—,G), es inyectiva: Si a; € C(—, F)z y
faz(az) = 04, entonces existe un entorno U de x y a € C(U, F) tales que f.(a) = foa=0:U — G. Luego
para todo p € U, f(a(p)) = 0. Por ser f inyectiva, a(p) = 0 para todo p € U. Luego a = O¢ (v, r)-

Veamos que Imf, , C ker g, ,. Sea b, € Imf. ,. Entonces existe a, € C(—, F), con fy (ay) = by. Luego
existen U entorno de z, a € C(U,F) y b € C(U,G) con f.(a) = foa =0b. Para cada p € U, b(p) = f(a(p))
por lo que b(p) € Imf = ker g, luego ¢g(b(p)) = 0. De modo que g. . (b;) = 0.

Veamos que ker g, , C Imf, ;. Sea b, € kerg, ,. Existen U entorno de x y b € C(U, G) tales que g(b) =
gob = 0. Para cada p € U, g(b(p)) = 0, por lo que b(p) = kerg = Imf. Es decir, Imb C Imb. Por ser f
un homeomorfismo sobre su imagen, podemos definir a := f~' o b € C(U, F), que es continua. Y verifica

f«(a) = b, por lo que fi(az) =by, v asi by € Imf,. O

Proposicién 2.7.7. Sea 0 — F $ G <% H — 0 una sucesién exacta de grupos topoldgicos. Si existe W C H

abiertoy o : W — G tal que g o 0 = Idyy, entonces
0= C(—F) L5 o(-,6) 4 c(—, H) =0

es exacta.

Demostracion. En esta demostracién usamos la notaciéon multiplicativa. Sea x € X. En vista de la proposiciéon
2.7.6, solo hay que probar que g. es sobreyectiva. Sea b, € C(—, H),, existen U entorno de z y b € C(U, H)
un representante suyo. Aprovechando la estructura de grupo de G y H, podemos trasladar el abierto W para
que incluya a x. Basta multiplicar los elementos de W por b(x) - £~1, donde £ es un elemento de W. Es decir,
W' := ¢ 1b(x) - W Como multiplicar es un homeomorfismo en un grupo topolégico, W’ es un entorno abierto
de x. Ahora trasladamos la seccién o para que sea una seccién ¢’ : W' — G de g. Observemos que por ser g

homomorfismo, o respeta la operacién de grupo. Sean p € g~ 1(¢71) y ¢ € g~ 1(b(z)). Definimos

o W - G

a = pg-o(b(z)E- ).
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Obsérvese que b(x) "¢ - a estd en W. Verifiquemos que o’ es una seccién de g:
god'(@)=g(pg) - goo(b(z)™¢ ) = b(x) - (b(z) "¢ a) = a,
Tomemos ahora V = b~(W’), que es entorno abierto de x por ser b continua. La aplicacién a = cob € F(V)
verifica que g.(a) = goa = b, luego g. ,(ay) = b, y hemos terminado. O
Para grupos de Lie la demostracion es igual, sustituyendo embedding topolégico por embedding diferenciable
(difeomorfismo sobre su imagen).

Observacion 2.7.8. Algunas situaciones en las que se da la condicién de 2.7.7 son:

1. Si g es homeomorfismo local.
2. Si G % H es un recubridor.

3. Si Gy H son grupos de Lie no triviales, con G conexo y g diferenciable, entonces se verifica la condicién.
En efecto, como g sobreyectiva, toma todos los valores en H por lo que no es constante. De esta forma,
su derivada d;g es no nula en algin punto z € G. Por el teorema de la funcién inversa, g es localmente

invertible en algin entorno de x.

Ejemplo 2.7.9. Una aplicacién de la proposicién 2.7.7 es obtener de la exactitud de 0 - Z <+ R —- R/Z — 0

que la sucesién de haces

0—C(—,Z) = C(—R) = C(—,5") =0

es exacta. (Nétese que R es el recubridor universal de S* = R/Z).

2.8 Exactitud al tomar secciones

En esta seccién estudiamos la exactitud del funtor tomar secciones, que definimos a continuacién.

Definicién 2.8.1. Definimos el funtor tomar secciones I'( X, —), que va de la categoria de haces a la categoria
de grupos. A cada haz F le asigna el grupo I'(X, (F')), que coincide con F(X). Por la equivalencia de haces
y espacios étale, escribiremos simplemente I'(X, F'). Si ¢ : F' — F’ es un morfismo de haces, el funtor I'(X, —)
manda ¢ al morfismo ., definido por . (u) := 8(¢)ou € T'(X, B(F’)) para cada u € T'(X, 3(F)). Vemos que

(X, —) es un funtor covariante.

Proposicién 2.8.2. Sea

0—-F—>F—G

una sucesion exacta de haces. Entonces, para cada U € Op(X), la siguiente sucesion es exacta

0— EU)— FU)— G).
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Demostracion. Démosle nombre a los morfismos. Para cada x € X, la sucesién

05 E 5 F, ™G, =0

es exacta. Y queremos ver que también lo es

0— E(U) % FU) ™% GU)

e Sea e € E(U) tal que iy(e) = 0. Luego si z € U tenemos que i,(e;) = 0, ya que [iz(e)] = [iv(e)] = [0].

Como i, es inyectiva, sabemos que e, = 0,. Luego existe un U® C U tal que e|y= = 0|y= = 0. Como
x € U era arbitrario, podemos recubrir U con abiertos {U® : x € U} tales que e|y= = Oy=. Por el axioma

de localidad concluimos que ey = 0y = 0. Y asi, ¢y es inyectiva.

Sea e € E(U). Para cada © € U tenemos m,(iz(e;)) = 0. Existe entonces U* C U en el que
7y (iv(e))|v= = 0|y=. De nuevo, por el axioma de localidad, tenemos que 7y (iy(e)) = 0, por lo que

Im iy C kermy.

Sea ahora f € F(U) tal que 7y (f) = 0. Entonces para cada « € U se tiene que 7, (f;) = 0. Luego existe
e € E, tal que i (e;) = f,. Por lo que existe un U* C U y un ey= € E(U?) tal que ip=(ey=) = f|y=.
Ahora el objetivo es ver que podemos pegar bien estos ey=. Es decir, si tomamos otro y € U, hay que
probar que ey=|y=nuv = eyv|u=nuv para poder aplicar el axioma de pegamiento y concluir que existe

la seccién e € E(U) que buscamos. Pero esto es sencillo, ya que
iv=nuv(ev=|v=nuv) = fluenuy = iv=nuv(evs|v=nuy).

Como ya probamos la inyectividad de iy, iyenyy también es inyectiva, de lo que podemos concluir
que ey=|y=nuy = euv|u=nuv. De esta forma, existe e € E(U) tal que para cada V C U se tiene
que iy (e|ly) = f|v. Aplicando ahora el axioma de localidad, tenemos que iy (e) = f. Concluimos que

Im iy D ker my.

O

Observacién 2.8.3. Esto significa que el funtor tomar secciones, (definicién 2.8.1), T'(X, —), que va de la

categoria de haces a la categoria de grupos, es exacto por la izquierda.

Observacion 2.8.4. El hecho de que una sucesion de haces sea exacta no quiere decir que al tomar los grupos

de secciones lo siga siendo. Es decir, la exactitud de

0—-FE,—F,—-G,—0

para cada x € X no implica la exactitud de

0—-EU)—->FU)—GU)—=0

para un abierto U C X. En otras palabras, F(U) — G(U) no tiene por qué ser sobreyectiva.




2.8. EXACTITUD AL TOMAR SECCIONES 21

Ejemplo 2.8.5. Si consideramos en X = C\ {0} los haces E = C*°(—,2miZ), F = C*(—,C) y G =

C>(—,C*), tenemos la siguiente sucesién exacta corta
0 — 2miZ — C 225 ¢ — 1,

que induce una sucesién exacta en los stalks (por 2.7.7), pero no exacta en las secciones
0 — 2miZ — C*°(X,C) =2 0°(X,C*) — 0.

Esto es porque C* (X, C) 2P, oo (X, C*) no es sobreyectiva. Si lo fuera, existirfa una funcién logaritmo global
(diferenciable), definida en todo X. Asf que, en este ejemplo, la obstruccién a la exactitud es la obstruccién

a definir una funcién logaritmo global.

Hemos introducido los espacios étale en parte para justificar la siguiente filosofia: las propiedades al nivel
de las secciones de un prehaz se pueden considerar locales en el sentido de que son relativas a los abiertos de
un espacio. Las propiedades al nivel de un haz se pueden considerar de caracter globales, por ser relativas a
secciones en abiertos que verifican las propiedades de localidad y pegamiento. Y las propiedades al nivel de las
espigas son de caracter infinitesimal, ya que son relativas a lo que sucede en un punto y las funciones definidas
en algun entorno de este. Los espacios étale equivalen a los haces, pero proporcionan un mayor contexto
geométrico y dan sentido a trabajar con espigas. Han servido para definir el proceso de hacificaciéon, que nos
permite completar prehaces para convertirlos en haces, con lo que hemos podido definir el haz cociente y el
haz imagen. Han permitido también ver que todos los haces son (isomorfos a) haces de funciones con valores
en un espacio topolégico (el espacio étale) y reducir el problema de tratar con sucesiones exactas de haces a

tratar con sucesiones exactas de grupos.




Capitulo 3

Cohomologia de Cech

En este capitulo vamos a definir la cohomologia de Cech de un espacio topoldgico con coeficientes en un
haz de grupos abelianos. Primero definiremos los grupos de cohomologia en funcién de un recubrimiento y
estableceremos propiedades de esta cohomologia, que es interesante por si sola. Posteriormente, definiremos
la cohomologia de Cech independiente del recubrimiento, que consistird en tomar el limite directo de la coho-
mologia dependiente del recubrimiento, segin refinamos los recubrimientos. Como es usual en cohomologia,
estudiaremos la funtorialidad, la existencia de sucesién exacta larga, y daremos un importante teorema (Teo-
rema de Leray, 3.4.2) que relacionard las dos cohomologias (dependiente e independiente del recubrimiento) y
serd un poderoso método de célculo. Para terminar compararemos la cohomologia de Cech con otras teorfas
de cohomologia y hablaremos de la cohomologia de Cech cuando el haz no es de grupos abelianos. A partir

de ahora, F' serd un haz de grupos abelianos sobre X (salvo en 3.6, donde estudiaremos el caso general).

Sea Rec(X) el conjunto de recubrimientos abiertos de X. Por el axioma de eleccién, todos los recubrimientos
pueden suponerse indexados por un conjunto totalmente ordenado. Cuando X sea compacto no hard falta el
axioma de eleccién porque podremos trabajar con subrecubrimientos finitos. Si no se indica nada, 4 denotara
un elemento de Rec(X), y llamaremos I a su conjunto de indices. Si U;,, U, , ... U;, € U tienen interseccién

. k k
no vacfa, denotamos Usgi,...i\, = [1j—o Ui; ¥ Usgir.oiy.in = Nj=o0.j2p Ui;-

3.1 Cohomologia de Cech dependiente del recubrimiento
En esta seccién vamos a definir los grupos de Cohomologia con coeficientes en grupos abelianos en funcién de
un recubrimiento.

Definicién 3.1.1. Diremos que el grupo de ¢-cocadenas de Cech (asociado a $L y F') es el producto

clwF):= ] FW0,n..0U)= [] FUii..i,)

i0<...<iq i0<...<iq

22
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si ¢ > 0. Los elementos de CY(44, F') se llaman g-cocadenas.

Por ejemplo, los dos primeros grupos no triviales son
W R =][FW) v ' F)=]][FUnU).

iel i<j

Denotaremos una g-cocadena f como (fioil...iq)i07i1,__47iqe[. Podemos ver (fioil...iq)io,il,.“,iqe] €como un ope-
rador que a cada subconjunto de indices {ig, i1, ..., 44} asigna una seccién fiyi,. i, € F(Uiyi,...i,). En miltiples

ocasiones, para aligerar la notacién, el homomorfismo restriccién

Uig...1, Seré denotado simplemente por lio...iq -

Si queremos eliminar el indice 4; del multiindice g . . .7 escribiremos ig...7; ... .
A veces serd intuitivo ver la g-cocadena actuando sobre familias de abiertos {U;,, U, ..., U;,}.

Si permutamos los subindices mediante una permutacion o distinta de la identidad, fm-ogiln_m-q no esta
definida, asi que definiremos foi,0i,...00, ‘= (—1)Sign‘7fi0ilmiq. Y si hay algun indice repetido, definiremos el
elemento como nulo. Es por eso, que si el recubrimiento tiene & elementos, el grupo de cohomologia g-ésimo

serd 0 si g > k.

Definicién 3.1.2. Definimos el g-ésimo operador coborde d9 : C9 — C9+! mediante d9 : f — d?f, donde

q+1
qry. .. — E _1\k " S
(d f)2021-~1q+1 - ( 1) fioil.A.ik...quﬂ|1011---lq+1
k=0
sig>0.
Observaciéon 3.1.3. Observemos que Uioil___;kmiq“ D Uiyiy...igy1» POrque al eliminar un subindice de la

familia de abiertos la interseccion se hace mds grande. Remarcamos que la suma ahi tiene sentido porque

usamos la notacién aditiva. Y es inmediato ver que d? es un homomorfismo de grupos.

Lema 3.1.4. d?t!od? = 0.

Demostracion. La dificultad de la prueba reside en el correcto manejo de los subindices, mas que en su
profundidad. Sea f € C4. Por definicién, d'(df) = S150(=1) (df);, s, i ., lioir.igs» NOtese que, para
cada k € {0,1...,¢+2}, df toma una familia {ié1 ...4g42}, y elimina el i;. De esa familia restante, f tomara
una subfamilia eliminando otro término, el i; (obsérvese entonces que necesariamente j # k). De esta forma,

la expresion queda

q+2 q+2
+1 _ k j
(dq f)ioil"'iq+2 - Z(il) ( Z (71)jfioil...;:j‘..:zk...iq+2|i0i1..‘£k...iq+1)ioil.“%k...iq+2|i0i1"'iq+2'
k=0 7=0,7#k

Por la propiedad de composicién del homomorfismo restriccion, la expresion de arriba se simplifica a

q+2 q+2

& .
(dq+1f)i0i1~-iq+2 = Z(_l) Z (_1)7f’ig’il“.%j“.%k.“iq+2|7;D7;1-“7:q+2’

k=0 j=0,j7#k
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que se descompone como

g+l ey 7§,k+j L. _1)kti S
(d f)loll---2q+2 - ( 1) ioilu.ij...ik..iqurz|1011~~~1q+2 + ( 1) 1001l lj.lgpn 12001 2g42
i<k >k
y, aplicando la propiedad de los signos de las permutaciones,
g+l ey 7§7k+j L. S _ _1)\kt+i S S -
(d f)'LUzl"'zq+2 - ( 1) fioil...ij‘..ik...iq+2|7’011"'1q+2 ( 1) fioil.‘.ij‘..ik...iq+2 20?1 ---2q+2 T 0'
i<k >k

O

Con todo esto ya podemos definir el siguiente complejo de cocadenas, que denotaremos por C* (4, F), como
sigue

qa+1

U SN S LTI o SN ET I o BTG EIET I o) NN RN VI N ) SLANTGTES YT ) SN

Definicién 3.1.5. 1. Un g-cociclo es una g-cocadena f € CI(4, F) tal que d?f = 0. El conjunto de
g-cociclos es Z4(4, F') := ker d?.
2. Un g-coborde es un una g-cocadena f € C9 tal que d?~'g = f para cierto g € C97. El conjunto de
g-cobordes es BI(4, F) := Imd?~!.
El lema 3.1.4 nos indica que B(4, F') C Z4(4, F'), pero no asegura la igualdad. Precisamente para medir
como de ezacta es esta sucesiéon en el término g-ésimo definimos los grupos de cohomologfia.
Definicién 3.1.6. Definimos el g-ésimo grupo de cohomologia de Cech sujeto al recubrimiento 4 como
294U, F)

HYU, F) := HY(C* (U, F)) = B F)

Ejemplo 3.1.7. Veamos qué forma tienen los cociclos y cobordes de orden bajo.

L. Si f € ZO((8, F)) entonces 0 = df = (~1)° fily; + (=1)"fylis = filis — Syl

Es decir, para cada subfamilia {U = U,,V = U,} C U se tiene
fulvav = fvluav.

2. De la misma forma podemos establecer una igualdad que caracteriza a los 1-cociclos: Si f € Z(U, F),

para cada a = {U, V, W}, se ve andlogamente que

df (@) = fvwlvnvaw — fuw|vavaw + fuv]vavew = 0.
Esta ultima igualdad es muy importante y se llamara relacion de I1-cociclo.
3. Sea g un 0-coborde. Entonces g € Imd~* = {d~1f: f € C7'} = {d~10} = {0}. Luego B° = {0}.

4. Sea f = (fij)ij un l-coborde. Eso significa que existe un g = (g;); € C°(8L, F) tal que fi; = (dg)ij =

9ili,j = 9jlis-
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Observacion 3.1.8. Podemos escribir entonces

{(fov)uy : fvw = fow + fuv =0}
{(fuv)uy : 3gw)w con fuy =gv —gu}

H' (4, F) =

Proposicién 3.1.9. Sea F un haz sobre X y U C X abierto. Si 4 = {U; : i € I'} es un recubrimiento abierto
de U entonces HO(4, F) = F(U).

Demostracion. B = {0}. Por lo que H°(U, F) = Z°(U, F) Sea f = {fi}ier un O-cociclo. Asociémosle un
elemento ¢(f) € F(U). Para cada i € I, f; € F(U;). Por la condicién de cociclo, f;

UnU; = fj U,NU; Para

cualesquiera i, j € I. Asi, por la propiedad de pegamiento, existe ¢(f) € F(U) tal que ¢(f)|vy, = fi. Claramente

esta asignacién ¢ es homomorfismo. Veamos que es inyectiva: Si ¢(f) = 0, entonces para cada cada i € I,

o(f)

sobreyectividad es incluso més sencilla: Si g € F(U), basta tomar f = {g

que ¢(f) = g. O

v, = 0|y,. Por la propiedad de localidad, f; = 0; € F(U;) para todo i € I. Por lo que f = {0;}ics. La

U, bier v de la localidad se desprende

Ejemplo 3.1.10. Sea X = S' y sf = {U;,Uz} con Uy = S*N{(z,y) eR?: x> -1} y U = S' n{(z,y) €
R%:z < 1} (ver figura 3.1). Veamos que H'(4,G) = G.

En efecto, el haz G es el haz que a cada abierto U le asigna el grupo de funciones localmente constantes U —
G. Asi, un elemento de G(U) estd completamente determinado su valor en algin punto de cada componente
conexa de U. Por tanto, F(U) = G¢, donde c es el ntimero de componentes conexas. Por definicién, C° =
F(U)x F(Uy)) =G xG. Y C = F(U;NUs) = G x G, por tener U; NUs dos componentes conexas. Como el
recubrimiento tiene inicamente dos elementos, C? = {0}. Luego kerd! = C! = G x G. Calculemos ahora B!.
Sabemos que f;; € B! si y sélo si existe g; con fij = g: — g; restringido a U; N U;. Es decir, si representamos
f € C! por una tupla (p,q) donde p € G es el valor de la funcién en una componente conexa de U; N Us y
q € G es el valor de la funcién en la otra, tendremos que f es un 1-coborde si y solo si es diferencia de dos
funciones a,b. Donde a : Uy — G y b: Uy — G. Pongamos que ag es el valor en G que toma a y by es el valor
en G que toma b. Al restringir a y b a Uy N Uz quedan las funciones (ag, ap) y (bo, bp) respectivamente. Luego

si (p, q) = (ao, a0) — (bg, by) entonces p = q. De modo que By = {(g,9) : g € G} C G x G. Luego

H' (UG =G xG/G=G.

Ejemplo 3.1.11. Sean X = {p} un punto, { un recubrimiento de X, y F un haz en X. Naturalmente,
§ = {{p}} tiene cardinal 1, por lo que H?({, F) = 0 para ¢ > 0y H({, F) = F(X) por la proposicién 3.1.9.

Definicién 3.1.12. Sea 4 = {U; : i € I} € Rec(X). Un refinamiento de i es un recubrimiento abierto

Y = {V; :j € J} para el que existe una aplicacién § : J — I tal que V; C Ug;. Escribiremos U < 4.

Observacién 3.1.13. Es inmediato ver que esto da una relacién de orden parcial en Rec(X). Al igual que

cualquier conjunto parcialmente ordenado, podemos ver (Rec(X), <) como una categoria en la que los objetos
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U2 Ul

Figura 3.1: Recubrimiento ${ = {Uy,Us}.

son los recubrimientos y dados dos objetos 4, el conjunto de morfismos de U a hes {(V, )} si V< Uy @

en cualquier otro caso.

Observacién 3.1.14. Sea { = {U; : ¢ € I} un recubrimiento y U = {V; : j € J} un refinamiento suyo. Por
definicién, existe 8 : J — I verificando V; C Ug;. Observemos que la aplicacién 8 induce un morfismo de
complejos de cocadenas (ver A.1.5)

B :C* (M F) — C*(3, F)

dado por BI(f)joji...jq = J8joBir... 574l os1...7q- A su vez, por (A.1.10), B* induce un morfismo en las cohomo-

logias B, : HI(4, F) — HI(0, F).

Lema 3.1.15. Si p es otra aplicacién y: J — I con V; C U,; entonces i, g = Baq: HIU(S, F) — HI(B, F).

Demostracion. Para esto veremos que existe un operador de homotopia (A.1.16) entre u® y 5°. Y asi, por la

proposicién A.1.17 tendremos la igualdad buscada. Si o = (ig, i1, . .. ,9¢—1) es un multi-indice, definimos

a; = (Bi076i1> .o 7/Blj’ulj7 e 'a,uiqfl)~

Y asf, podemos definir h? : C(4, F) — C1~ (B, F) ast: dado f € C(4, F), entonces

i

h(fa = ) (=1 fala,-

J

2

Il
<

Y se prueba que h9tt od 4+ do h? = p? — p9. -

De esta forma, para cada par de recubrimientos con U < i se tiene un morfismo bien definido
Ry : HI(U, F) — HY(Y, F) (3.1)

y es facil comprobar que si Y < 4 < QT entonces Ryay = Ry © Ry -
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Corolario 3.1.16. Hq(f, F) es un funtor contravariante de la categoria Rec(X) a la categoria de grupos

abelianos.
HY(—,F): Rec(X) — Ab

U — HI(SLF)
PIRG — Rmu.

Estudiemos ahora la funtorialidad de los grupos de cohomologia en la categoria de haces. Fijemos un

recubrimiento 4. Podemos definir el funtor

Ha(4,—): Sh(X) — Ab
F —  HI(U, F')
Y:F = F — HiU ),

donde H4(8l,1)) esta definido de la siguiente forma: para cada U € Op(X) tenemos un morfismo de grupos
Yo : F(U) = F'(U). Definimos 1 : C4(8L, F) = CUL F') por $(Figir..iy 7= Vige, iy (Fioir..i)

Como v respeta las operaciones de grupo es claro que 1 es morfismo de grupos. Y asi, induce un morfismo

entre los grupos de cohomologfa (A.1.10), que llamaremos H (4, F LN F'): HY(U, F) — HI(LU, F).
El resto de condiciones de funtorialidad se verifican rutinariamente.

Corolario 3.1.17. La asignacién H (4L, —) es un funtor covariante de la categoria de haces a la categoria de

grupos.

3.2 Cohomologia de Cech independiente del recubrimiento

Hasta ahora hemos definido los grupos HY (U, F) en funcién del recubrimiento. El objetivo de esta seccién es
dar una definicién general que no dependa del recubrimiento. Para ello tomaremos el limite directo de los

grupos H9(4, F) segin refinamos 4.

En 3.1 construimos un morfismo

Ry : HY(U, F) — HI(U, F)

para cada par de recubrimientos de X verificando 2 < 4. Esto induce un orden parcial en los grupos H¢ (L, F)

y, junto con los morfismos Ry, forman un sistema dirigido, por lo que podemos considerar la siguiente

Definicién 3.2.1. Definimos el grupo g-ésimo grupo de cohomologia de Cech (independientemente del recu-
brimiento) como
HY(X,F):= lim H(YU, F)

sleRec(X)

Ejemplo 3.2.2. Sea U C X abierto. Sabemos que para cualquier recubrimiento $ de U, HO(4, F) = F(U)
(proposicién 3.1.9). Por lo que el conjunto dirigido (por el refinamiento de recubrimientos) deja invariante el

grupo HO(4, F) = F(U). Asf que el limite directo, sera H(U, F) = F(U).




28 CAPITULO 3. COHOMOLOGIA DE CECH

Ejemplo 3.2.3. Por el ejemplo 3.1.11, tenemos que todos los grupos de cohomologia de un punto (de orden

g > 0) son nulos sea cual sea el recubrimiento. Asi,

F({p}) siqg=0,

0 sig > 0.

H({p}, F) =

Proposicién 3.2.4. Si X = X; U X, tiene dos componentes conexas (X7 y X2), y F' es un haz sobre X,
entonces HY(X,F) = HY(X1,F) ® HY(Xy, F).

Demostracion. Observemos que por 3.2.2 y 2.1.6 el resultado es inmediato para ¢ = 0. Sea 4 un recubrimiento

de X. Podemos definir 4¢ := {U N X, : U € U} para i = 1,2. Denotemos por o un multiindice en 4.

CU8LF) = [[F(Wa) = [[ F((Ua N X1) U (Ua N X2)) = [[(F(Ua N X1) & F(Ua N X2))

= ([[FW.nx0) & (] FUa N X2)) = CHYU, F) & CI(U2, F)
Es inmediato comprobar qa;e kerd y Imd se esO;inden con la suma directa, por lo que
HUU F) = HIU, F) o HY(U? F).
Por tltimo, el limite directo conmuta con la suma directa (ver A.3.10), de donde concluimos el resultado. O

En la prictica, calcular grupos de cohomologia de Cech por la definicién es practicamente inviable, asi que

serd de gran ayuda saber si existe algtin recubrimiento 4, tal que

HY(U, F) = HI(X,F).
Para esto nos ayuda el teorema de Leray (ver 3.4.2), que asegurard que ciertos recubrimientos verifican esta
propiedad.

Estudiemos la funtorialidad de la cohomologia independiente del recubrimiento en la categoria de haces.
Veamos que cada morfismo de haces induce un morfismo en las cohomologfas. Sea ¢ : F' — F’ un morfismo
de haces. Sabemos que en cada recubrimiento 4 tenemos un morfismo v, = HI(8, F) — HI(8l, F’). Veamos

que al tomar el limite directo hay un morfismo bien definido, dado por

HYX,F 5 F) = lim YW F 5 F): HY(X, F) - HY(X, F).
sleRec(X)

Para ello basta con comprobar que, para cada U < i, el siguiente diagrama conmuta:

(s, F) —2 F9(3, F)

Rmui Rmul

HY(Y, F) — H(Q, F).
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Sea [f] € HI(4, F). Por un lado, 9. ([f]) = [(Yu,, (fa))acul. Y asi (Ruy 0 ¥ )([f]) = [(Yu,, (foar)|ar)aren).
Por otro lado, Ruys(([f]) = [(fsa’lar)arex], luego (1x o Ruu([f]) = [(Wu,, (fsarla’))arems]. Pero precisamente,

por ser 1 un morfismo de haces, para cada o’ € U se tiene que

wUBa/(fﬁa’”o/ = an/ (fﬁo/|a’)a
por lo que tenemos la igualdad buscada.

Corolario 3.2.5. Hq(X, —) es un funtor covariante de la categoria de haces sobre X a la categoria de grupos.

Estudiemos la funtorialidad de la cohomologia independiente del recubrimiento como un funtor Top — Ab.
Esta vez no vamos a demostrar los detalles, porque es mas delicado que en los anteriores casos. Sélo diremos
que si f: X — Y una aplicacién continua y F' es un haz sobre Y, se puede probar que existe un morfismo de
grupos

HYY,F) — HYX, f~'F).

En el capitulo 9 de [3] se prueba para haces constantes y en [3] se esboza la construccién del morfismo
en general. Un corolario de esto es que un homeomorfismo f : X — Y induce un isomorfismo de grupos
HY(Y,F) — HY(X,f~'F), por lo que la cohomologia independiente del recubrimiento es un invariante
topoldgico. Sin embargo, para ver esto ultimo no es necesario conocer la existencia de tal morfismo en general.
Basta observar que si f : X — Y es un homeomorfismo, en particular es abierta, por lo que f~1F(U) =
F(f(U)).Y como los abiertos de un recubrimiento 4l € Rec(Y’) estan en correspondencia biyectiva con los de

U= {f"YU): U € U} tenemos que
CUsLF) = [ FW0a) = [[FUUU)) = [[ £ FUH(UL) = CUf '8, f1F).

Luego H(U, F) = HI(f~'4, f~1F) y al tomar el limite directo coinciden porque, por ser f homeomorfismo,
refinar 4 refina f=14l.

Si F = Gy es el haz (en Y) de funciones localmente constantes sobre Y, entonces f ~'Gy = Gx. Denotamos
ambos por G, y tenemos un funtor H9(—,G) : Top — Ab que a cada X le asigna el grupo H(X,Gx) y a

cada f: X — Y continua le asigna el morfismo

f* ZHq(Y,Gy) — Hq(X,GX).

3.3 Sucesién exacta larga

En la seccion 2.1 definimos sucesiones de haces y comentamos que la sucesién exacta corta entre haces no se
tiene por qué extender a los grupos de secciones. El siguiente teorema nos da informacién sobre la obstruccién

a que esto ocurra.
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Teorema 3.3.1. Sea 0 — F/ — F — F” — 0 una sucesién exacta de haces y un espacio topolégico X (no

necesariamente Hausdorff o paracompacto). Entonces existe un homomorfismo
F'(X) % HY(X, F)
que hace que la siguiente sucesién
0— F'(X) = F(X) = F'(X) % HY(X,F) —» H'(X,F) - H'(X,F")

sea exacta.
Demostracion. Probaremos un resultado ligeramente més general en 3.6.4. O

Y usando que H°(U, S) = S(U) tenemos

0— HYU,F') - H°(U, F) —» H(U,F") & AY (U, F') — H'(U, F) — H(U, F"). (3.2)

Este teorema ilustra algo muy importante: Si el primer grupo de cohomologia fuera nulo entonces la apli-
cacién F(U) — F"(U) seria sobreyectiva. De esta forma, el primer grupo de cohomologia mide la obstruccién
a que dicha aplicacién sea sobreyectiva. Dicho en lenguaje de categorfas (corolario 3.2.5), el funtor H'(X, —)
mide la obstruccién a que el funtor tomar secciones (2.8.1) sea exacto. El mismo desarrollo algebraico que
prueba el teorema se puede ver ejemplificado en contextos geométricos y topolégicos, como el problema de

Mittag-Leffler (ver seccién 0.3 en [5]).

Para la demostracién de la sucesién exacta larga hasta el H' no se necesita ninguna hipétesis sobre el
espacio. Es suficiente con que sea un espacio topoldgico. Sin embargo, exigiendo que el espacio sea Hausdorff

paracompacto, podemos obtener una sucesién exacta larga infinita, que sera nuestro préximo objetivo.

Definicién 3.3.2. Un espacio se dice paracompacto si todo recubrimiento admite un refinamiento localmente

finito.

Ejemplo 3.3.3. Los ejemplos por excelencia de espacios Hausdorff paracompactos son

1. Los CW-complejos (en particular los complejos simpliciales).

2. Las variedades topoldgicas.

3. Los espacios metrizables.

La principal propiedad de los espacios Hausdorff paracompactos es que tienen particiones (continuas) de la

unidad. Salvo que se indique lo contrario, de ahora en adelante supondremos que X es un espacio Hausdorff

paracompacto.

Sea K = R 6 C. Veremos que si Cx(—,K) es el haz de funciones continuas reales/complejas, los grupos

de cohomologia son nulos. Esto se debe a que la existencia de particiones de la unidad proporciona una gran
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flexibilidad a estos grupos, lo que hard que para cada g-cociclo f podamos construir otra (¢ — 1)-cocadena g

tal que d?1g = f.

Teorema 3.3.4. HI(8,Cx(—,K)) =0siq> 1.

Demostracion. Pongamos U = {Uy}rer. Sea f = (figi...i, Jioir...i; € kerd? C C9(U, Cx (—,K). Tomemos una
particién de la unidad {6 }xes subordinada a (. Y definamos
Gigit..ig—1 = Z okfkio...iq_l-
kel
Veamos que d?%g = f. Para una mayor comprensién ejemplifiquemos primero el caso ¢ = 1. Si f = (fuv)vv
es un cociclo, tenemos (df )uv = fvw — fuw + fuy = 0en UNV NW. Hemos definido g = ¢ 0w fwu-
Luego
(d9)ov =gv —gu = Y bwhwv — Y Owfwo =Y Ow(fwv — fwo) = (D bw)fov = fuv.
wel Wer wel Wel

Ahora escribimos el caso general:

(dg) 2081001 Z gzo...‘j... ‘iomiq = Z(_l)j Zekfkio...ij.“z iq — ngz Jfk‘l() g 110-00g

§=0 kel kel =0

=Zek(f,;io,__z (f kig.ig) = D Okfig.iy = Fiooiy-

kel kel

Corolario 3.3.5. H9(X,Cx(—,K))=0siqg>1.

Este ejemplo no solo ilustra las propiedades del haz de funciones continuas reales/complejas, sino que
nos avisa de que si queremos encontrar situaciones interesantes hay que considerar haces de funciones mas
restrictivas, que no admitan particiones de la unidad, como las funciones con valores en otros espacios, las

analiticas o las localmente constantes. En este trabajo nos centraremos en estas dltimas.

Observaciéon 3.3.6. Un haz de este tipo, que admite particiones de la unidad subordinadas a cualquier
recubrimiento, se llama fino, y por la misma prueba se tiene que todos sus grupos de cohomologia positivos

son nulos. Otro ejemplo de haz fino es el haz de funciones difererenciables sobre R o C.
Corolario 3.3.7. HY(X,C¥(—,K)) =0siq > 1.

Lema 3.3.8. Sea {U; : i € I} un recubrimiento abierto de X. Entonces existe un refinamiento {V; : i € I}

tal que V; C U; para cada i € I.

Demostracion. Tomamos una particién de la unidad {6; : ¢ € I} subordinada a {U; : i € I}. Tomamos
“I(R\ {0}). Es un recubrimiento abierto porque para cada z € X, >, 0;(z) = 1, por lo que existe
algin j € I para el que 0;(z) # 0, por lo que = € V;. Ademas, V; = supp 6; C Uj. O
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Teorema 3.3.9. Sea X es un espacio Hausdorff paracompacto. Si 0 — F' — F — F” — 0 es una sucesién

exacta corta de haces, existen morfismos 0 (para cada g € Z) tales que

o BTN X, Y S X F) - HY(X,F) — HU(X, F") S A9 (X, F) — .

Demostracion. La prueba constard de dos partes: en la primera parte construiremos una sucesion exacta larga
(3.5) y en la segunda, usando la paracompacidad de X, probaremos que la sucesién construida coincide con

la que buscamos.

Sea 0 —» F' — F — F” — 0 una sucesién exacta de haces. Por 2.8.2 sabemos que, para cada U € Op(X),
0— F'(U)— FWU)— F"(U)
es exacta. Si tomamos un recubrimiento & = {U; : ¢ € I'} de X, tenemos que
0= F'(Uigi,...i,) = F(Uigiy...i,) = F" (Uigiy..i,)

es exacta, donde Uj; es la interseccion de una cantidad finita de elementos de 4. Sabiendo que para un

0%1...2¢q

haz E, el grupo de g-cocadenas se define por C4(i, F) = [] E(Usiyi,...4,), ¥ tenemos exactitud en

i0<i1...<iq

cada coordenada, obtenemos que
0— CUUF") — CIU F) — CULL F")

es exacta. Sea C(LU, F"") = Im(C(U, F) — C9(4U, F"")). De esta forma, tenemos la siguiente sucesién exacta
corta:

0= CI(Y, F') — CUL, F) — CI(L, F) — 0. (3.3)

Denotamos por H9(4, ') 1a cohomologia del complejo C* (41, F""). Aplicando A.1.14 a 3.3 tenemos la sucesién

exacta larga
o HTNU P S HUU FY) - HUW, F) — HOUW, FY) S BN F) (3.4)

El préximo objetivo es tomar el limite directo de esta sucesion exacta larga.

Consideremos un refinamiento U <  y sea u® : C*(L F) — C*(U, F) uno de los homomorfismos conside-

rados en 3.1.14. (Llamamos p también al correspontiente a F”’). Veamos que

O, F) ——= CI(8l, F")
,ﬂl l”q
CUY, F) —= C9(T, F"

conmuta. Como F' — F" es morfismo de haces, cada F(U) — F”(U) conmuta con las restricciones. Tomando
productos cartesianos, C1(4l, F') — C?(4l, F"") conmuta con las restricciones coordenada a coordenada, por lo

que conmuta con p.
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Asf tenemos que p?(C9(U, ")) € C4(B, F"), por lo que pu? : CI(8h, F") — C(0, F"') estd bien definido.

Andlogamente, el siguiente diagrama conmuta para todo ¢

00— CI(Y, F') — CI(8, F) —> CU(Y, F') —= 0

0—— CUY,F') — CUY, F) — CUY, F') — 0.

Por A.1.15, los morfismos inducidos en las cohomologias conmutan en las sucesiones exactas largas. Es decir,

el siguiente diagrama conmuta

o YU P L I FY) —— HIWU, F) —— HI(8, F") — 2> Y0, F) —— ...

lﬂ*,ql iﬂ*yq i/‘*,q lﬂ*,q l/‘*,tﬁrl

. —— Y, F") L U, F) —> HYD, F) — HYY,F") —2> HI+Y(D, F) — ...

La exactitud de este diagrama conmutativo, junto con la propiedad de exactitud del limite directo (A.3.8)

nos da que la siguiente sucesién es exacta

o HOYX, P S X F) - HY(X,F) —» HU(X, F") S A9Y(X,F) — ... (3.5)

Es suficiente entonces que veamos que el morfismo inclusién C*® (8, F”’) — C* (4, F"") induce un isomorfismo

en el limite directo H?(X, F") — H9(X, F"). Para ello consideremos el grupo cociente
CUL) := CU(YU, F")/CI(LU, F").
Y gracias a (A.1.4) tenemos que
0— C*(8, F") — C*(4, F") = C* () — 0
es una sucesion exacta de complejos de cadenas, que induce una sucesién exacta larga
oo HY ) S B, FYY — HOL, P = HI8) S BTN FY)

Donde H?(8l) denota la cohomologia del complejo C*(41). Razonando como antes (el morfismo 77 : C4(0) —
C(81) que manda f + C9(B, F) a u(f) + CU8, F”) esté bien definido porque p?(C(sh, F"')) C CU(W, F"))

podemos obtener la sucesién exacta larga andloga independiente del recubrimiento
o HY X)L BYX, ) - HUX,FY) = HY(X) S BN X, P = (3.6)

Ahora es suficiente probar que ﬁq(X) = 0 para cualquier g y asi obtener que HY(X, F”) — H%(X,F") es un

isomorfismo. Lo probamos en el siguiente lema (3.3.10). O

Lema 3.3.10. Con la notacién anterior, H1(X) = 0.
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Demostracidn. Sea i localmente finito. Si probamos que para cada f € C7(4, F"") existe un refinamiento y :
U — il tal que pd(f) € C1(V, F"), tendremos que todo elemento de C4(4, F"') acabar siendo eventualmente
0 en el grupo C9(W) y por tanto HY(X) = 0 serd nulo. Sea f € C9(8, F”") fijo. Usamos el lema 3.3.8 para
construir un refinamiento 9 = {O; : i € I} tal que O; C U;. Fijemos ahora un x € X, y escojamos un entorno
V. de la siguiente manera: Como il es localmente finito = tiene un entorno que corta a una cantidad finita de
U; € y. Pongamos Uq,...,U, vy quedémonos solo con los que incluyen a x. Como £ es recubrimiento, existe

un O;, con x € O;,. Tomamos un entorno de z, V, C (N7, U;) N O;,. Este entorno verifica:

1. V, C O; para algtin i. (Por construccién, para i = ig)

2. SiV,NO; # & entonces V, C U;. (SiV,NO; # & entonces, usando que O; estd contenido en U;, tenemos
que i € {1,...,n}, luego V,, C U;).

3. V, estd en la interseccién de todos los U; que contienen a x. (por construccion)

4. Sean o = (i, 41, .. .,1q) un multiindice en U y x € U, (en particular V, C Uy,). Si fo € F"(U,) entonces
existe g € F(V;) tal que folv, = Tv,(g) (donde T : F — F" es el morfismo de haces de la hipétesis).
En efecto, por hipétesis, T, : F,, — F.' es sobreyectiva. Luego existe g, € Fy con T,(9:) = (fa)z. Es
decir, existe un entorno U* de z y un g € F(U”) representante de g, con Ty«(g) = (fa)|lu=. Si es
necesario, reducimos V,, para que caiga dentro de U?, de esta forma, llamando g := gly, € F(V,) se
verifica Ty, (g) = fal|v, . Este nuevo V,, sigue verificando las 3 propiedades anteriores, pero esta escogido
especialmente para U,. Sin embargo, esto no es problema, porque solo hay una cantidad finita de
multiindices « tales que x € U,. Podemos refinar V, para cada interseccién U, a la que pertenezca z,
y como solo hay una cantidad finita de estos, el V,, resultante va a ser un entorno de = que verifique las

4 propiedades.

Sea ¥ ={V,:x € X}, y para cada x sean O, € O y U, € i tales que V,, C O, C U, (existe por (1)). Este

refinamiento U < i nos da una aplicacién u: J — I (donde J indexa ) que asingna U, a cada V.

Supongamos que Vigir...iq # & y tomamos r € Vigi...i,- Para cada 0 < j < ¢, como z € V;, N O,. tenemos

J
por (2) que V,, C Us;. De modo que Vi, C U;, NUs, N ... NUs, = Uy, ...i,, ¥y este tltimo coincide con

Uviopis...ui, - Entonces,

B igir.iq = Fuiopir.omiqlVigiy iy = (Jioin i Vig MWVigiy..q -

Y, por (4), existe g € F(Vp,) tal que Tv, (9) = figir...i1 v, - Luego

Mq(f)ioilu.iq = TVpO (g) Vigiy...iq*

Por lo que p4(f) € C4(W,F"”). Como X es paracompacto, todo recubrimiento admite un refinamiento lo-
calmente finito. Es por esto que, al tomar el limite directo obtendremos que H 72(X) = 0, lo que concluye la

prueba del lema y, por tanto, del teorema 3.3.9. O
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Una importante consecuencia de la sucesién exacta larga es el teorema de Leray, que permitird calcular la
cohomologia a partir de ciertos recubrimientos, evitando la necesidad de tomar el limite directo para obtener

la cohomologia.

3.4 Teorema de Leray

Usando el formalismo de A.3.3 tenemos un morfismo candnico
r: HR U F) — HY(X, F),

que denominamos aplicacion de refinamiento. En esta seccién hallamos una condicién necesaria para que esta

aplicacién sea un isomorfismo.

Definicién 3.4.1. Sea F' un haz. Un recubrimiento 4 = {U; : i € I'} de X se llamara g-aciclico (¢ > 1) para
F si para todas las tuplas finitas (ig,41,. .., ) se tiene que Hp(Uioil..,imF) =0 para 1 < p < q. Diremos que

es aciclico si es g-aciclico para todo ¢. Diremos que cualquier recubrimiento es 0O-aciclico por definicién.

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema

Teorema 3.4.2. (Leray) Sea F un haz sobre X, sea il un recubrimiento de g-aciclico para F. Entonces existe

un isomorfismo
r: R F) — H*(X, F),
para 0 < k < ¢g. En particular, si 4 es aciclico, r es un isomorfismo para todo k.

Observacién 3.4.3. Nétese que si queremos calcular cierto H9(X, F') con un recubrimiento { no es necesario

comprobar la aciclicidad para todo k£ > 0.

Antes tenemos introducir algunos ingredientes. Si F' es un haz vamos a sumergirlo en otro haz mds grande

que tenga grupos de cohomologia nulos.

Definicién 3.4.4. Si F es un haz sobre X, definimos su su haz de secciones discontinuas como el prehaz que

a cada U € Op(X) le asigna
&r(U) ={f : U — FE no necesariamente continua : wo f = Idy}.

Que es, de hecho, un haz: por ser prehaz de funciones verifica la propiedad de localidad, y pegar secciones

resulta una seccion.

Observacién 3.4.5. Recordemos que los elementos de F(U) se correspondian con aplicaciones continuas
f:U — B(F) tales que 7o f = Idy. De esta forma, el haz de secciones discontinuas es una relajacién de la
definicién, por lo que todo elemento f € F(U) puede verse como un elemento de & y asi F' es un subhaz de
B . Por 2.7.3, la sucesién

0> F—>&r > &p/F—>0
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es exacta.
Lema 3.4.6. Sea F' un haz sobre X, y &5 su haz de secciones discontinuas. Entonces, para cada recubrimiento

{l un recubrimiento de X se tiene H9(4l, & r) = 0 para cualquier ¢ > 0.

Demostracion. Veamos que el haz es flabby, que quiere decir que, para cada V' C U C X abiertos, la aplicacién
de restriccién ryy @ 8p(U) — Gp(V) es sobreyectiva. Esto es inmediato, porque si tenemos una seccién

f:V — E, definimos f : U — E extendiendo por 0 en U \ V. Explicitamente, para cada € U \ V definimos

f () = 0g4, y es claro que ry,y(f) = f. Ahora probamos que si un haz es flabby entonces sus grupos de
cohomologia (para ¢ > 0) son nulos. Ilustramos la demostracién con el caso ¢ = 1. Sea f = (fuv)u,v €
Z1, entonces para cada U,V,W C X abiertos, tenemos fuv|vnvew = fowlvavew — fvwlvavaw. Por
la sobreyectividad de rynyvaw,v existe gy € F(V) tal que gv|vnvaw = fvwluvnvaw € 8p(UNV N W).
Andlogamente, existe gy € F(U) tal que gulvnvaw = guw|vnvaw € Bp(UNV NW). Asi,

fovlvavaw = gulvnvaw — gv|vavaw.

Como W es arbitrario, podemos tomar una familia de abiertos W que recubran U NV y los dos cociclos van

a coincidir. Asi que, por la propiedad de pegamiento podemos concluir que

fUV|UmV = 9U|Umv - 9v|Umv~

Definiendo g = (gu)uv tenemos que fyy = (dg)yv. El caso ¢ > 1 es completamente andlogo pero la notacién

lo hace muy enrevesado y no aporta nada nuevo a la prueba. O

Observacion 3.4.7. Supongamos que il es l-aciclico para F' y que la sucesion
0=-F—-G—-H—0
es exacta. Si (ig,i1,...,9x) € I*! se verifica, por la sucesiéon exacta larga (3.3.1), que
0= F(Uipiy...ir,) = GUigiy..ir,) = H(Uipiy..i,) — 0

es exacta. Los grupos de k-cocadenas son productos cartesianos de los grupos de secciones (C*(4, E) =
[Li,<i<..<i,, EWigiy...i), etc). Las sucesiones exactas en cada coordenada del producto cartesiano inducen

una sucesién exacta en dicho producto
0— CHULF) = CHU,G) = C*(U, H) = 0

para cada k entero. Tenemos entonces una sucesién exacta se complejos de cadenas
0—C*(U,F)—C*(U,G) = C*(W,H) — 0.

Por lo que podemos aplicar A.1.14 y tenemos que existe la siguiente sucesién exacta larga infinita.

0— H(UW, F) = H(U,G) —» H (U, H) - H (W F) - HY(U,G) —» H' (W H) — ... (3.7)
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Ademds, si r es la aplicacién refinamiento, el siguiente diagrama conmuta

0—— H°(U, F) — H(U,G) —— HO(U, H) — H' (U, F) —— ... (3.8)

0— H°X,F) — H°(X,G) — H°(X,H) —— HY(X,F) —— ...,
ya que en la demostracion del teorema 3.3.9, definimos las aplicaciones horizontales inferiores como los limites

directos de las horizontales superiores. Por la observacién, A.3.9 cada cuadrado conmuta, por lo que conmuta

todo el diagrama.

Demostracion del teorema de 3.4.2: Procedemos por induccién sobre q. Comenzamos con el caso ¢ = 0:

Por (3.1.9) sabemos que HO({, F) = F(X) y que H(, F) = F(X) para cualquier U < { refinamiento,
via un isomorfismo ¢. Asi que para ver que Rgy es isomorfismo solo hay que ver que el siguiente diagrama

conmuta:

HO(4, F) 224 O, F)

%: %:

F(X)—% 5 F(X).

Sea f = (fu)v € HO(U, F) = C°(4, F). Si revisamos la prueba de 3.1.9, vemos que ¢ estd definido de forma
que para cada U se tiene ¢(f)|y = fu. Sea V € U, existe U € i tal que V C U y Ryu(f)v = fulv. Entonces

(¢po Ry (f))lv = Ruu(f)v = fulv = é(f)|v. Como V' € U es arbitrario, la propiedad de pegamiento nos da
que ¢ © Ry (f) = o(f)-

Como Rgy es isomorfismo, la siguiente sucesién es exacta
0— HO(4, F) 228 f0(9, F) — 0.

Consideremos, por un lado, el sistema de grupos constante {H O(sh, F)} con la aplicacién identidad y, por otro
lado, el sistema de grupos { H°(0', F) : 0’ refinamiento de 2} con las aplicaciones de refinamiento canénicas.

Como Ryrg © Ry = Rary, el siguiente diagrama conmuta

0—= AO%st, F) 22 {03, F) —>0

idi \LRm/m

0— = HOUL, F) 2% O, F) — 0.

Y tenemos una sucesién exacta de morfismos de sistemas dirigidos, por lo que al tomar el limite directo (por
A.3.7), queda que
. 113 Ryy
0— H(U F) =2 —— H°X,F) — 0,

donde hﬂm Ry es la aplicacion inducida en los limites directos que, por construccién, coincide con r. Hemos
probado asi que 7 es isomorfismo en ¢ = 0. Obsérvese que para este caso no hemos necesitado que 4 sea

l-aciclico para F', asi que tenemos el resultado para cualquier haz.
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Consideremos ahora el haz & de secciones discontinuas (construido en 3.4.6). Llamando F' = F, G = &
y H = & /F tenemos que la sucesiéon 0 - F' — G — H — 0 es exacta. Aplicando 3.7 tenemos la siguiente

sucesién exacta larga

0— H(UW F) = H'(WG) — H (U, H) — H (W F) - HY(U,G) — H' (U H) — ...
Vamos a usar que 4 es 1-aciclico para F' para probar el caso ¢ = 1.
0 HOS, F) —> HOWL, G) —" e HO(SL, H) — o F(4L, F) —> UG > HY(8, H) —> ..

] L | ]

. . i . . . 0 .
0—— H(X,F) — H(X,G) —2> HO(X,H) -~ H'(X,F) —> HY¥G) —— H'(X,H)—— ...

R

3
-

R

Igual que como lo probabamos para F, tenemos que r : HO(4, G) — H(X,G)yr: H(U, H) — H°(X, H) son
isomorfismos. Por ser G el haz de secciones discontinuas (Lema 3.4.6) tenemos que H' (4, G) = 0 = H'(X, G).

Luego las aplicaciones ] y j; son sobreyectivas. Por el primer teorema de isomorfia,
HY(U, F) =2 Tmi}, = AU, H)/ kerd, vy HY(X,F)=Imj; = H(X, H)/kerj;.
Pero ker ) = Imiy y ker j1 = Imj;. De la conmutatividad del cuadrado

HO(8L, G) —2= FO(, H)

r% ,%

HO(X, Q) —2~ HO(X, H)

se tiene que Imi; = Imj; y por tanto que H'(4, F) 5 H' (X, F) es isomorfismo. Observemos que hasta ahora
s6lo hemos necesitado que el recubrimiento sea 1-aciclico. Si probamos que il es 1-aciclico para H, podremos
aplicarle a H todo lo visto hasta ahora, y tendremos que r : H' (4, H) — H'(X, H) es un isomorfismo, de

donde obtendremos
. 0 . i’ . . 0
o HMG) —— HY (W H) —= AU, F) —> H2G) —— ..
§ 0 § l L J« § 0
— AYXG) — = HYX,H) -2~ (X, F) — H2AXG) ——....
Y como i} y j5 son isomorfismos y el diagrama conmuta, r : H?(4, F) — H?(X, F) ser4 isomorfismo. Probemos
entonces que il es 1-aciclico para H. Para esto usaremos que F es 2-aciclico. Sea U, = U, .4, la interseccion
de una cantidad finita de elementos de . Tomando la sucesién exacta larga (teorema 3.3.9 aplicado a X = U,,)
. 0o . . . 0
= HUWF) = H (Ua,G) = H'(Ua, H) = HY T F)  — ...
tenemos que H'(Uy,,G) — H'(Uy, H) es isomorfismo. Y como H'(U,,G) = 0 (es el haz de secciones discon-

tinuas), concluimos que H YU, H) = 0. Asi, U es 1-aciclico para H, lo que concluye la prueba hasta el caso

q=2.




3.5. RELACION CON OTRAS TEORIAS DE COHOMOLOGIA 39

Supongamos probado el teorema para cierto g—1 > 2. Esto es: para 0 < k < ¢—1, 7 : H*(4, F) — H*(X, F)
es isomorfismo. 4 es g-aciclico para F por hipétesis. Probemos que 4 es (¢ — 1)-aciclico para H. De nuevo,

tomemos un U, = U; arbitrario. Usando la sucesién exacta larga

0%1.-.1k

0 0

oo HEYBTF) = HT Y (Ua, G) = B (Ua, H) » HUVSF) ...

y el hecho de que H?~'(U,,G) = 0 deducimos que H?~'(U,, H) = 0, por lo que il es (¢ — 1)-aciclico para H.

Aplicando la hipétesis de induccién a H, tenemos que 7 : H9~ (8, H) — H9~Y(X, H) es isomorfismo. Por el

diagrama
y 0 . 5 y . 0
o BUMMG) > HONW H) — = I F) —> HYSC) — ..
B i 0 - i -/ . L . l 0
e HOYXTG) s HNX H) s B2(X,F) —— HYXG) — ...
tenemos que 4, j. son isomorfismos. Luego r : H1(8(, F) — H9(X, F) es isomorfismo. O

3.5 Relacién con otras teorias de cohomologia

Una teoria de cohomologia de haces en X es una forma de asignar a cada haz F' unos grupos H9(X, F'), veri-
ficando una serie de propiedades de funtorialidad y la existencia de sucesidn exacta larga. En [13] (definicién
5.18) se da una definicién precisa de teoria aziomdtica de cohomologia de haces. El hecho de que (en espacios
Hausdorff paracompactos) la cohomologia de Cech tenga sucesién exacta larga, junto con otras propiedades
de verificacién bastante més inmediata, nos proporcionan que la cohomologia de Cech es una teoria de co-
homologia de haces (se comprueba exhaustivamente en la seccién 5.33 de [13]). En [13] también se define
isomorfismo de teorias de cohomologia de haces y se prueba que, dadas dos teorias, existe un isomorfismo
entre estas y es unico (teorema 5.23). Por lo que la cohomologia de Cech coincidird con el resto de teorfas

cuando X sea Hausdorff paracompacto.

En [6] ¥ [9] se construye (usando el concepto de funtor derivado) un modelo de teoria de cohomologia de

haces que verifica la axiomédtica de [13] en cualquier espacio topoldgico.

Definiciéon 3.5.1. Definimos el g¢-ésimo funtor de cohomologia de haces como el g-ésimo funtor derivado
derecho del funtor tomar secciones, I'(X,—). Y lo denotamos por H%(X,—). De este modo, denotamos el

g-ésimo grupo de cohomologia de haces como HI(X, F).
Esta teoria recibe el nombre de teoria de cohomologia de haces, y es el modelo de teoria de cohomologia de
haces por antonomasia, porque siempre existe y, cuando otros existen, son isomorfos a este.

En [9] (proposicién 2.7.5) se prueba que, para haces constantes, los grupos de cohomologia de haces son

invariantes por homotopia. Es decir, que si X e Y son homotépicamente equivalentes y G es un haz cons-
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tante entonces H?(X,Gx) = HY(Y,Gy). Combinando esto con que en espacios Hausdorff paracompactos

HY(X,Gx) = HY(X,Gx) tenemos

Corolario 3.5.2. Si X,Y son espacios Hausdorff, paracompactos y tienen el mismo tipo de homotopia,

entonces H(X,Gx) = HY(Y,Gy).

Corolario 3.5.3. Si X es un espacio Hausdorff paracompacto y contractible, H9(X,G) = 0 (para q > 0).

En 4.2.15 probaremos que en complejos simpliciales la cohomologia de Cech para el haz constante G coin-
cide con la cohomologfa simplicial. En [12] (corolario 6.8.8) se prueba que la cohomologfa de Cech para haces
constantes coincide con la cohomologia de Alexander (ver también [12]) bajo la hipétesis de Hausdorff pa-
racompacidad. Por otro lado, en [12] se prueba que, para haces constantes, la cohomologia de Alexander es
isomorfa a la cohomologia singular (corolario 6.9.5) si el espacio es Hausdorfl paracompacto y semilocalmente
contractible (todo punto tiene un entorno contractible). Luego la cohomologia de Cech coincide con la singu-
lar (para haces constantes) en espacios Hausdorfl paracompactos y semilocalmente contractibles (como, por

ejemplo, las variedades topoldgicas).

Cuando eliminamos las hipétesis de separacién y paracompacidad, la cohomologfa de Cech no tiene sucesién
exacta larga (infinita) en general, por lo que no conforma una teoria de cohomologfa de haces. Esta situacién
no es en absoluto patoldgica: en geometria algebraica se trabaja con espacios con la topologia de Zariski,
que no suele ser Hausdorff. Sin embargo, la cohomologia de Cech dependiente del recubrimiento serd de gran

ayuda para describir la topologia del espacio.

Teorema 3.5.4. (Leray, versién 2) Si 4l es un recubrimiento de X (espacio arbitrario) aciclico en el sentido

de que H?(U,, F') = 0 para todo U, interseccién finita en il y todo ¢ > 0, entonces

HYX,F)=HY,F).

Demostracion. La demostracion es completamente andloga a la de 3.4.2. En este caso se enfrenta la sucesion
exacta larga de la cohomologfa de haces H?(X,—) contra la de la cohomologia de Cech dependiente del
recubrimiento H 2(4l, —). Naturalmente hay que comprobar los detalles pertinentes, pero la idea es la misma.

O

Es decir, aunque la cohomologia de Cech no sea una teorfa de cohomologia de haces y no coincida con
la cohomologia de haces, los recubrimientos aciclicos siguen computando la cohomologia de haces. Cuando
el espacio sea Hausdorff paracompacto HY(X,F) = HY(X,F) y el teorema 3.4.2 se deduce de 3.5.4. Este

resultado (3.5.4) enfatiza el poder computacional de la cohomologia de Cech dependiente del recubrimiento.
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3.6 Cohomologia no abeliana

Sea X un espacio topoldgico arbitrario (no necesariamente Hausdorff paracompacto). En esta seccién consi-
deraremos haces de grupos que no seran necesariamente abelianos. Es por esto que no usaremos la notacién
aditiva como hasta ahora, sino la multiplicativa. Para un desarrollo mas detallado de esta cohomologia y sus

aplicaciones, ver [14].

Definicién 3.6.1. Sea F' un haz de grupos sobre X y il un recubrimiento.

e Una 0-cocadena es un elemento de C(U, F) =[], oy F(U).

e Una l-cocadena es un elemento de C' (U, F) = [Hyvea F(UNYV).

Podriamos proceder como en el caso abeliano (seccién 3.1) y definir C'? para cualquier ¢ > 0, posteriormente
introducir un operador coborde d y con ese complejo de cadenas definir los H? como ker d4 /Imd4~1. Pero
nos darfamos cuenta de que al ser F(U) no abeliano en general, Imd?~! no tiene por qué ser un subgrupo
normal de ker d?, por lo que el cociente no estaria bien definido. Hay que buscar una alternativa. Un 1-cociclo
(fuv)u,v es una l-cocadena que verifica fyyw - fEI}V - fuv = 1 en las intersecciones U NV NW. Denotamos por
ZY(U, F) el conjunto de 1-cociclos. Observemos que las O-cocadenas actiian sobre las 1-cocadenas mediante la
aplicacion

COU, F)x CL(U, F) — CYU, F)
((fo)o, (govvy) = (fu-guv - fy oy

Es un célculo rutinario comprobar que la accién respeta la condicién de cociclo. Por lo que tenemos una accién
COY, F) x ZV (U, F) 5 Z1 (4, F).
Definicién 3.6.2. Definimos HO(U, F) := C(4, F) y H' (4, F) como el conjunto de érbitas de &.

Observacién 3.6.3. Observemos que H L(4, F) no es un grupo. Si el haz fuera de grupos abelianos sf lo serfa,

porque la accién mandaria (f, g9) = ((fv)uv, (guv)v,v) a (fu +9uv — fv)vyv = (fu = fv +9uv)vy = d(f)+g,
y asf la 6rbita de g seria BY(U, F) + g.

A pesar de no ser un grupo, H'(4l, F) tiene un elemento distinguido: la clase del 1. Un conjunto de esta
forma se llama conjunto con unidad. Diremos que un una aplicacién entre conjuntos con unidad es un morfismo
de conjuntos con unidad si la imagen del 1 es el 1 y diremos que el ntcleo de dicho morfismo es el conjunto
de elementos que van al 1. Asi, los conjuntos con unidad forman una categoria en la que tiene sentido hablar
de secuencias exactas (una sucesién es exacta cuando la imagen de cada morfismo coincide con el nticleo del

siguiente).

Igual que en la seccién 3.1 podemos ver que H L(—, F) es un funtor covariante de la categorfa Rec(X) a la

categorfa de conjuntos con unidad. Por lo que tenemos aplicaciones definidas Ry : H* (9, F) — H' (8, F)
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para cada refinamiento U < 4l y tiene sentido considerar el limite directo

HY(X,F) := lijn;f[l(ﬂ, F),

que se llama primer conjunto de cohomologia. La proposicién 3.1.9 no usa que el haz F' sea abeliano, asi
que para cualquier recubrimiento 4 de X tenemos que H YU, F) = F(X), y por tanto, podemos definir
HO(X,F) = F(X). Al igual que en 3.2.5, puede probarse que un morfismo de haces ¢ : F — F’ induce un
morfismo de conjuntos con unidad

o, HY(X,F) - H (X, F').

La proposicién 2.8.2 tampoco usa que el haz sea de grupos abelianos, por lo que una sucesion exacta de

haces 0 — I' — G — H induce una sucesién exacta
0= F(X)—> F(X)— F'(X).

Sin embargo, seguimos sin poder extender la exactitud a la derecha. Tenemos el siguiente

Teorema 3.6.4. Seal — F' 55 F 5 F” — 1 una sucesién exacta de haces. Entonces existe un morfismo 9

tal que la sucesién

15 F'(X) 5 X)) 25 P(X) S BYX,F)) —» HY(X, F) —» H'(X,F") (3.9)
es exacta. Ademds, si los haces son de grupos abelianos, la sucesién 3.9 es una sucesién exacta de grupos

abelianos en el sentido usual.

Demostracion. Construyamos el morfismo 9. Sea g” € F”(X). Para cada z € X, F, — F. es sobreyectiva.
Luego existe un U® € Op,(X) vy gu= € F(U?®) con my=(gu=) = ¢"|u=. Indexamos el recubrimiento por

= {U;}icr. Dados 4, j € I, se tiene 7(g; -g;l) =g

U; * (g”|U]’)71 = ]-Uz‘j' huego gig;1 € ker’]TUij = ImiUij’
Luego existe un tnico g;; € A’(U;;) tal que i(g;;) = g -g;l. Este (g;;)i; es un 1-cociclo porque iy, ;, (g3, 95:) =
Ik -gj_1 g9t =gkt = i, (gy;)- Por la inyectividad de iy,;, se tiene que g;; - gj; = g;;. Definimos
dug” = [(9i;)ij] € H' (U, F') y 0g" := [0ug"] € H' (X, F'). Se puede probar que si escogemos otros g;, queda

un 1-cociclo que comparte clase cohomologia. Luego 9 esta bien definida.

Veamos que Immy C kerd. Sea g” = mx(g) € Immy. Escogemos g; := g|y, porque asi g;; = gi - gj_1 =

9lu, - (9lu,) ™' =1y, Luego dg” = 1y tenemos que g” € ker d.

Veamos ahora Immx D kerd. Sea g” € ker 0. Entonces podemos encontrar un recubrimiento {U;};cr de

Xy’U,iEF(

U)) y hi € F'(U;) tales que w(u;) = ¢"|u, y i(h’i_lh;) = u;u; ! para cada i,j € I. Luego
1= z(h;)umj_lz(h;)’l Llamando g; := i(h})u; tenemos que g; = g; en F(U;;) y que w(g;) = w(i(h})u;) =

w(i(h})) - m(u;) = w(u;) = ¢"|u,. Por la propiedad de pegamiento, existe g € F(X) tal que g|y, = g;. Luego

m(9)|lu, = ¢"|u,, de donde concluimos que 7(g) = ¢g”. El resto de la demostracién es rutinario y no aporta

ninguna construccion relevante al trabajo. O




Capitulo 4

Ejemplos y aplicaciones

En este capitulo pondremos en practica las herramientas previamente desarrolladas para obtener algunos
resultados interesantes en topologia. Comenzaremos con algunos ejemplos. Después desarrollaremos un algo-
ritmo para calcular la cohomologia de un espacio (para el haz Z) dado un recubrimiento bueno y veremos que
puede calcular la cohomologia de cualquier complejo simplicial finito (sin necesidad de buscar un recubrimien-
t0). El mismo formalismo para hacer esto tiltimo nos permitiréd establecer un isomorfismo con la cohomologia
simplicial. Seguiremos con algunas aplicaciones a la topologia, entre las cuales destaca la clasificacién de

fibrados vectoriales.

4.1 Calculo de grupos de cohomologia

Ejemplo 4.1.1. Calculemos los grupos de cohomologia de S' para el haz constante G. Por 3.1.10 sabemos
que para el recubrimiento i elegido se verifica H' (4, G) = G. El recubrimiento es 1-aciclico para G porque la
interseccién de sus dos Unicos abiertos es una unién disjunta de intervalos. Por la proposicién 3.2.4 su primer
grupo de cohomologia es la suma directa de los H' de los dos intervalos, y como estos son contréctiles tienen

cohomologfa nula (corolario 3.5.3). Concluimos (por el Teorema 3.4.2) que H'(S',G) = G.

Ademis, H9(U; NU,,G) = 0 para ¢ > 1. Luego el recubrimiento es aciclico. Como H9($,G) = 0 si ¢ > 1

por tener 4 solo dos elementos, concluimos que

(S @) = G siqg=0,1

0  en cualquier otro caso.

Ejemplo 4.1.2. Sea C* el haz U — C(U,GL1(R)) = C*(U) de funciones continuas reales nunca nulas sobre

un espacio Hausdorff y paracompacto X. Sea C7 el de las funciones continuas reales positivas. Tomando la

43
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sucesion exacta corta de grupos topoldgicos
0— R} = R* = Z/2Z — 0,
obtenemos la siguiente sucesién exacta corta de haces
0— C7 — C* 2% 7,)97, — 0.
Y por el teorema de la sucesién exacta larga 3.3.9 tenemos
— HY(X,C%) - HY(X,C*) — H'(X,Z/2Z) — H*(X,C%) —

La exponencial exp : R — R% induce un isomorfismo entre los haces C'y C7, luego para ¢ > 0 se tiene
H9(X,C%) = HY(X,C) =0.Y obtenemos que H*(X,C*) — H'(X,Z/2Z) es un isomorfismo.
Particularizando en el caso X = S, tenemos por 4.1.1 que H*(X,Z/27) = Z./27. Luego

HY(X,C*) = 7/27.
Andlogamente, si C>°* es el haz de funciones diferenciables nunca nulas con valores reales,
HY(X,C>~*) = 7,/27.
Ejemplo 4.1.3. Calculamos la cohomologia de las superficies compactas orientables:

Sea S una superficie compacta orientable. Sabemos que es triangulable. Tomemos una triangulacién A =
{V, A,C}, donde los conjuntos de wvértices, aristas y caras y son V, A, C, respectivamente. Dado un vértice
definimos U, como la unién de los interiores de las aristas y de las caras que tienen a v en su frontera
(obsérvese que el interior de una arista es un intervalo y no es abierto, pero al unirlo con el interior de las
caras adyacentes si{ queda un abierto). Observemos que U, NU, es no vacio si y sélo si la arista uv pertenece

a la triangulacion, y en tal caso es conexo. Por otro lado, U, N U, N U, es no vacio si y sélo si la cara uvw

pertenece a la triangulacion, y en tal caso es conexo también.

Ademas, si x es otro vértice distinto de u,v,w, U, " U, N U, N U, = &. Tomemos el recubrimiento
U ={U, :v € V}. De esta forma
=[] zw,)=2z", c'wz)= ] zw.nv,)=z", c*&z)= [] z@U.NU.NU.)=72"°,

veV v,weV v,w,ueV
y CI(4,Z) = 0 para g > 3. Por comodidad veremos las cocadenas como sumas formales de caras, vértices o
aristas segun corresponda: Es decir:

VN = kv iky ez}, ZM = kea:ko€Z} y ZI={D kec:k. €L},

veV acA ceC

Con esta notacion,
d - ZV - 74l

Z’UGV k v vaGA( kw)vw'
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Observemos que kerd’ = {Zvev kyv : k, = ky, para todos v,w} = Z. Luego, por el primer teorema de
isomorfia, Imd® = ZIV1 /7 = ZIVI=1. De aqui concluimos también que H°(4,Z) = Z (aunque lo sabfamos por
3.2.2).

dt: 74l — Z/°!

Y wvey Fuvuv = Y0 o (Ruw + Fow — Fuw )Juvw.

Cada arista uv € V tiene solo dos caras adyacentes. Pongamos que son wvw y uvw’. Entonces
d (uv) = (kuy + kvw — Fuw)uvw + (kuy + kywr — kuw )uvw’ = wow + vow’ = uvw — uw'v.

Es decir, d' devuelve las dos caras adyacentes con orientaciones opuestas (ver figura 4.1). Vamos a definir
cudl es su cara izquierda y cudl es la derecha. Para ello usaremos que la superficie S es orientable con cierta
orientacién global €. La arista uv tiene una orientacion natural recorriéndola en orden creciente de sus vértices.
Si x es un punto en la arista uv, la orientacién en la arista nos da un vector tangente w; € T,.S. De esta forma,
existe un vector wsy tal que la base {w, w2} tiene la orientacién &,. Definimos la cara izquierda como la cara
hacia la que apunta el vector ws. Asi, la cara izquierda estd orientada positivamente. Asi que la imagen de

1 — a2, donde a! es su cara izquierda y a? es su cara derecha (ambas orientadas positivamente

una arista a es a
respecto de la arista). En el caso de la figura 4.1, si u < v y suponemos que la orientacién es la inducida por

el plano, queda que uvw es la cara izquierda.

Figura 4.1: Orientacién de dos caras opuestas.

Veamos que Imd' = Z41=I€1+1 Para ello definamos el homomorfismo

b ZIC! — Z
Zceckcc = Zceckcv

y probemos que Imd! =ker¥. Si a € A, ¥d'(a) = L(uvw — uw'v) =1 — 1 = 0. Como las aristas forman una

base de ZA!, Imd" C ker X.

Por otro lado, si ) k. = 0, podemos escoger ¢o € C, y tenemos k., = — Zcec\{CO} k.. Sumando todas

ceC
las caras queda

Z kec = Z ke(e — o).

ceC ceC\{co}
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Sea ¢ # ¢p una cara. Por ser S conexa, existe un camino de ¢y a ¢ pasando por las caras cg,¢1,...¢, = Cy
recorriendo las aristas co1, €12, €23, - - -, C(n—1),n- Donde la arista c(_1) x es adyacente a las caras cx y cx—1, ¥

la cara ¢ es la izquierda. De esta forma
d1(601+012—|—023+...—|—C(n_1)n) =C1 —Co—|—02 —Cl—|—...+C—Cn_1 = C — (Cp.

Luego ¢ — ¢p € Imd' sea cual sea ¢ € C'\ {¢p}. Concluimos que

chc: Z ke(c —co) € Tmd*.

ceC ceC\{co}

Como Y es sobreyectiva, ker ¥ = ZI¢I=1. Asf Imd' = kerX = ZI®I=1. Por otro lado, Z!¢I=! = Imd' =
Z‘A‘/ker d', por lo que kerd' = ZIAI=ICIHT Y asi,

HY (YU, Z) = ker d* /Tmdy = ZAI=ICIHL 7IVI=1 — Z]AI=ICI=IVI+2,

Ademss, como d? : ZI¢l — 0, tenemos que
H?(U4,7) = ker d?/Tmd" = ZI€/7|¢1=1 =~ 7,
Por el teorema 4.2.8, i es aciclico, luego computa la cohomologia, y obtenemos que
HY(S,z) =z AI-IC1=IVIF2 — 729 v F2%(S,7) = 7Z.

Observacién 4.1.4. Algo que también se deduce del ejemplo anterior es que 2—x(5) = —|V|+|A|—|C|+2 =
2g no depende de la triangulacién, por lo que el género g y la caracteristica de Euler x(S) son invariantes

topoldgicos.

Corolario 4.1.5. Las cohomologias de la esfera S? (superficie compacta orientable de género 0) y del toro

T (superficie compacta orientable de género 1) vienen dadas por

7 siq=0,2,
. Z sig=0,2, .
Hq(S2vZ): y Hq(T,Z): Z2 bquL
0  en cualquier otro caso,
0 en cualquier otro caso.

4.2 Cohomologia de complejos simpliciales

Hay muchos espacios en los que existen recubrimientos aciclicos. Un recubrimiento cuyas intersecciones fini-
tas sean contractibles se llamard recubrimiento bueno. Obsérvese que todo recubrimiento bueno es aciclico
para el haz Z (en espacios Hausdorff paracompactos). Diremos que el espacio es de tipo finito si admite un
recubrimiento bueno finito. Un ejemplo importante de estos espacios son las variedades diferenciables com-
pactas. Gracias al Teorema 5.1 de [1], toda variedad diferenciable compacta es de tipo finito. Los complejos

simpliciales también son de tipo finito, como probaremos en 4.2.8.
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Definicién 4.2.1. Un complejo simplicial abstracto sobre un conjunto B es un conjunto finito A de subcon-
juntos de B tal que
e los subconjuntos de B con cardinal 1 son elementos de A y

e siTCoyo € Aentonces T € A.

Los elementos de A con cardinal k£ + 1 se llaman k-simplices.
Definicién 4.2.2. Un k-simplice afin es la envoltura convexa de k + 1 puntos afinmente independientes. Un
complejo simplicial afin K es una familia finita de simplices afines, de manera que

1. Si un simplice pertenece a K entonces todas sus caras pertenecen a K y

2. Si dos simplices de K se cortan, lo hacen en una cara de ambos.

Es claro que los complejos simpliciales afines se sumergen en algin R". Llamamos dimension del complejo
simplicial afin al maximo de las dimensiones de sus simplices.

Intuitivamente, una realizacion geométrica de un complejo simplicial abstracto A es un espacio topoldgico
N homeomorfo a un complejo simplicial afin tal que los k-simplices de A estdn en correspondencia biyectiva

(respetando las inclusiones) con los k-simplices de N.

Es un hecho conocido que todo complejo simplicial abstracto finito tiene una realizacién geométrica. Un g-
simplice ¢ queda univocamente determinado por sus vértices xg, z1, ..., 24, asi que diremos que estd generado

por dichos vértices y escribiremos o = (zg, x1, ..., Zq).

Ejemplo 4.2.3. Consideremos el complejo simplicial abstracto

N ={(1),(2),03),(4),(1,2),(1,3),(2,3),(3,4), (2,4),(2,3,4)},

cuya realizacién geométrica se puede ver en la figura 4.2 (b).

Dos importantes ejemplos de complejo simplicial son las triangulaciones y los grafos.

Definicién 4.2.4. Sea $ un recubrimiento de un espacio X. Definimos su nervio de Cech como el complejo

simplicial N (1) en el que los k-simplices son las familias de abiertos Uy, ..., Uy tales que Uy N ... Upy1 # <.

Ejemplo 4.2.5. El complejo del ejemplo 4.2.3 se corresponde con el recubrimiento de S*. visto en 4.2(a).

En lo que queda de secciéon X serd un espacio de tipo finito. En estos espacios, por admitir un recubrimiento
aciclico, la cohomologia puede ser computada con dicho recubrimiento. Y por ser finito, puede ser calculada
algorftimicamente en tiempo finito. Vamos a desarrollar un algoritmo para calcular la cohomologfa de Cech
con coeficientes en Z dado el nervio N (4). Suponemos que 4 = {U; : i = 0,1,..., N}. Pongamos m el maximo

numero de elementos de il que tienen interseccién no vacia.
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1 4
(a) Recubrimiento de S* (b) Nervio
Figura 4.2: Recubrimiento de S* y su nervio de Cech.
1. Paracadaq¢=0,1,...,m, agrupamos los g-simplices en el conjunto S? y lo ordenamos en orden creciente

de subindices. Representamos un ¢-simplice como una (g + 1)-tupla (correspondiente a los indices de
los abiertos implicados, ordenados crecientemente). Si w es un g-simplice, escribimos por diw el (¢ — 1)-
simplice que resulta al quitarle a la tupla w la coordenada i-ésima. Escribimos el j-ésimo ¢-simplice
como €;. Asi, podemos ver el grupo C?(4l,Z) como combinaciones Z-lineales formales de elementos de
S;. En otras palabras, como Z!\%4l . Escribimos e; para el vector de la base de 754l con todo 0 y un 1 en
la coordenada j-ésima. No confundir con la tupla €;. El vector (Aq,...,Ag,) = ZZ-S:"I Aje; representa la
suma formal Zfz“l Aje;. Con esta notacién, d : ZISal — 7l8a+11, Denotamos por efj los elementos de la

base de Z!Sa+1| y por é} la tupla que representan.

. Para calcular la matriz de d? calculamos la imagen de un elemento e; de la base 754l Para ello,

recorremos los distintos (¢ + 1)-simplices €, con i = 1,...,[S+1| ¥ calculamos la componente i-ésima
del vector d?(e;), que es

q+1

di(ej)e = Z(—l)k(ey‘)aké;,

k=0

donde (ej)p,e; denota la coordenada [-ésima del vector e; si € representa a la tupla dye;. Obsérvese
que no aplicamos el homomorfismo restriccién por tratarse del haz constante. Esta suma aparentemente
complicada se simplifica notablemente si observamos que (e;)g,e; valdrd 1 cuando Oye; represente la
tupla €; y 0 en el resto de los casos. Y por ser € una ¢ + 1 tupla, a la que le quitamos una coordenada
distinta en cada iteracién de la suma, habrd a lo sumo un k € {0,1,...q + 1} para el que (ej)aké; sea

no nulo. Visto de otro modo, como la tupla €, consiste en aniadirle una coordenada en cierta posicién p
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a un g-simplice w, la suma serd 0 si w # €; y (—1)? si w = €;. Visto esto,
0 sie; ¢ €
(=17 sie;=((€)o- s (&)p-1,X: (&)ps-- - €5)q)-

Con estos valores tenemos calculado d?(e;) y por tanto la matriz de d?. Con estas matrices, tenemos perfec-
tamente determinado el complejo de cocadenas, y solo queda calcular H 1UX,7) = H 4(4,Z) = ker d?/Imd?~*.
Esto es automatico usando SageMath. En resumen, hemos construido un algoritmo para calcular la cohomo-
logia de un espacio que toma como entrada el nervio de un recubrimiento con intersecciones finitas contractiles.

En el apéndice B escribimos el cédigo e introducimos dos ejemplos de ejecucién de este.

Observacién 4.2.6. En B.1 calculamos la cohomologia de S usando el nervio dado en 4.2.3. De hecho, si
observamos la realizacién geométrica de dicho nervio, vemos que es homotépicamente equivalente al propio

S1. Esto se verifica en general.

Teorema 4.2.7. Si U es un recubrimiento bueno de un espacio Hausdorff paracompacto X, entonces X
es homotdépicamente equivalente al nervio N (). En particular, X y N(4) tienen los mismos grupos de

cohomologia.
Demostracion. Corolario 4G.3. de [7]. O

Sea un complejo simplicial finito A y supongamos que existe un espacio X y un recubrimiento bueno i de
X cuyo nervio es A. Entonces, aplicarle el algoritmo a A nos dard la cohomologia de X, que coincide con
la de A (por tener el mismo tipo de homotopia A y X). Luego si podemos probar que cualquier complejo
simplicial finito es el nervio de algin recubrimiento de algin espacio Hausdorff paracompacto, tendremos que
el algoritmo aplicado a A calcula la cohomologia de A sin necesidad de buscar ningin recubrimiento. Esto es

lo que dice el siguiente

Teorema 4.2.8. Sea A un complejo simplicial finito. Existe un recubrimiento bueno 4 de A tal que N (L) = A.

Demostracion. Sea un vértice x € A. Definimos U, como la unién de los interiores de los simplices o tales
que x € o (donde O denota el borde del simplice). Obsérvese que el interior de un k-simplice no tiene por
qué ser abierto si no tiene la dimension del complejo, pero la unién de todos los interiores si que es abierto,
porque coincide con el interior de la unién de los simplices o tales que = € do Sea U = {U,, : x vértice de A}.
Ast, Uy, NU,, N...N Uy, es la unién de los interiores de los simplices o tales que xg,z1,...,2x € Jo. Si
un simplice o contiene a todos los vértices xg,x1,...T; entonces contiene a la envoltura convexa de estos,
y por tanto {xg,x1,...,Zk) es un simplice de A. Reciprocamente, si (xg,1,...,Tr) es un simplice de A,
entonces la interseccién Uy, N Uy, N ... N U, contiene a dicho simplice, luego es no vacia. Asi, hemos visto
que Uy, N...NU,, # @ siysdlosi (xg,x1,...,2x) es un simplice de A. Por otro lado, si U, N...NU,, # &,

entonces es contractible por ser homotépicamente equivalente al simplice (g, x1, ..., zx). Para ver que tienen
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el mismo tipo de homotopia tomamos un punto x = (sg, $1, - . -, Sk, Sk+1, - - - , Sn) €n coordenadas baricéntricas
y deformamos continuamente a 0 las coordenadas que corresponden a los vértices zx41,...,Z, via
H, : Uz, Noo.NUy, — (TOy 1y e ooy Ty Ty« -+ s T
(80581 -y SkySktlr---s8n) > (80,815 8ks (1 —)Skt1y--5 (1 —1)Sn)
con t € [0,1]. O

Corolario 4.2.9. El algoritmo desarrollado en esta seccién computa la cohomologia de Cech de cualquier

complejo simplicial finito, sin necesidad de buscar un recubrimiento.
Corolario 4.2.10. Los complejos simpliciales son espacios de tipo finito.

Corolario 4.2.11. En un complejo simplicial finito de dimensiéon n, los grupos de cohomologia de orden

mayor que n se anulan.

Ejemplo 4.2.12. Ahora que hemos desarrollado un algoritmo para calcular la cohomologia de cualquier
complejo simplicial finito, calculamos la cohomologia del plano proyectivo real a partir de la triangulacién
dada en la figura 4.3. Obsérvese que es una triangulacién del plano proyectivo visto como el disco identificando

su borde antipodalmente. Tras aplicar el algoritmo (B.2) obtenemos que

/ sig=0
HIRP?Z) = { 7,)27. siq=2

0 en cualquier otro caso.

Figura 4.3: Triangulacién del plano proyectivo.

El formalismo desarrollado en esta seccién aparenta tener bastante relacién con la cohomologia simplicial.

Para formalizar esta relacién introducimos las nociones béasicas de cohomologia singular. Sea A un complejo
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simplicial. Denotamos por C4 (A, G) el grupo de g-cocadenas simpliciales de A, que es el grupo de homomor-
fismos que van del grupo de sumas formales finitas generado por el conjunto de g-simplices (con coeficientes
en G) a G. Definimos un operador coborde § : C4(A,G) — C{™(A,G) de la siguiente forma. Dado una
g-cocadena simplicial o, definimos do como la (¢ + 1)-cocadena que a cada g-simplice (z;,,2i,,...,2;,) le

asocia

q
60‘((551‘0, Ligyeney xiq>) = Z(_l)ka(ak<mio7xi1a cee 71'7;(1)),
k=0

donde Ok ((wiy, Ty, ..., T4,)) es la cara k-ésima de (i, i, ..., T;,). Se comprueba rdpidamente que ¢ es un
operador coborde y que C(A,G) es un complejo de cocadenas. Denotamos por HX (A, G) sus grupos de

cohomologia, llamados grupos de cohomologia simplicial.

Proposicién 4.2.13. Si { es un recubrimiento bueno y finito de X, entonces C*(L, G) y CR(N(H), G) son
complejos de cadenas isomorfos. En particular, H?(4, G) = HY (N(),G) para todo ¢ > 0.

Demostracion. Sea f € C(U, G). En cada interseccién Uy, ...i,, f tiene un valor constante fiys,...;,. Definimos

¥(f) como la g-cocadena simplicial que a cada simplice (x;,,x;,,...,2;,) le asocia

¢(f)(<ximmi17 cee 7$iq>) = fioil...iq~

Tenemos un homomorfismo ¢ : C4(4, G) — CL (N (U), G). Claramente 1) es un isomorfismo, y es rutinario ver

que dY(f) = (df), luego tenemos un isomorfismo de complejos de cadenas C*(A,G) — CX (A, G). O
Observacién 4.2.14. Esto quiere decir que la cohomologia de Cech (al menos para el haz constante G) se
puede pensar de la siguiente manera:

1. Tomamos un recubrimiento (bueno) 4,

2. calculamos la cohomologfa simplicial del nervio: H9(i, G) = H (N(U), G),

3. y tomamos el limite directo de estos grupos por refinamiento de $l.
Naturalmente, este no es el caso general. Pero esta es la intuicion que dio origen a las definiciones que tratamos
en este trabajo.
Corolario 4.2.15. Si A es un complejo simplicial, la cohomologia de Cech para G coincide con la cohomologia

simplicial.

Demostracion. Basta tomar 4 = {U, : x vértice de A} como en la demostracién de 4.2.8 para obtener que
N(8f) = A. Por 4.2.13 tenemos H9(4,G) = HL(N(8),G) = HE (A, G). Como il es un recubrimiento bueno y

los sfmplices son Hausdorff paracompactos, concluimos que H4(A, G) = HY(A,G). O

Observacién 4.2.16. La prueba anterior es autocontenida salvo por 3.5.2, que usa la relacién entre la
cohomologia de Cech y la cohomologia de haces. Pero no usa ninguna relacién con la cohomologia singular o

simplicial.
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4.3 Otras aplicaciones

Niumeros de Betti. Por construccién, los grupos de cohomologia son siempre abelianos. Cuando sean

finitamente generados, podremos afirmar que H9(X,Z) es de la forma
7P x (Z)niZ)* x ... x (Z/n,.Z)".

El entero b, se llama g¢-ésimo nimero de Betti, y es un importante invariante topolégico. En los espacios
topoldgicos de tipo finito, los grupos de cohomologfa son finitamente generados, por ser cada C?(,Z) un

producto finito de copias de Z.

Cardinal de un recubrimiento. En los espacios de tipo finito podemos asegurar que los grupos de co-
homologia son nulos a partir de cierto entero q. Donde ¢ — 1 es, como mucho, el cardinal del recubrimiento
aciclico finito. De hecho, podemos decir mas. Si usamos el conocido resultado de que en una variedad diferen-
ciable compacta de dimensién n el H"(X,R) es no nulo (podemos comparar con la cohomologia de de Rham),
obtenemos que cualquier recubrimiento de abiertos con intersecciones contréctiles tiene que tener al menos

n + 1 elementos.

Grado topolégico. Sea X = C\ {0}. Vimos en 2.8.5 que esta sucesién no podia extenderse con exactitud
por la derecha,

0—-C(X,Z) = C(X,C) = C(X,C").

Gracias al teorema 3.3.1 tenemos que
0—C(X,Z) - C(X,C) = C(X,C*) - H'(X,Z) = 7.

Donde la ultima igualdad sale del ejemplo 4.1.1 y del hecho de que X tiene el mismo tipo de homotopia que
S1. Esto quiere decir que a cada continua f : X — C* le estamos asignando un nimero entero. Este niimero se
llama grado de f. Una forma geométrica de interpretar esto es considerar la circunferencia S' parametrizada

por t — €'’ y ver el nimero de vueltas que da la curva t — f(et).

Fibrados vectoriales. Una de las principales aplicaciones de la cohomologia de Cech con haces no abelianos
es la clasificacién de fibrados vectoriales sobre una variedad diferenciable X. Se puede probar que los fibrados
vectoriales de rango r (con fibra K", siendo K = R 6 C) sobre una variedad estdn en correspondencia
biunivoca con las clases de H'(X, F). Donde F es el haz que a cada U le asigna C*(U, GL,(K)). El proceso
es el siguiente: a cada trivializacion del fibrado le asignamos unas funciones de transicion, y estas funciones
de transicién verifican la condicién de 1-cociclo para el haz F'. Si tomamos otra trivializacién obtenemos otro
cociclo cohomélogo (que tiene la misma clase en H'(X, F)). Asi tenemos una aplicacién bien definida de los

fibrados a H' (X, F). Se puede probar que esto es de hecho una biyeccién. En el conjunto con unidad H' (X, F),
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la unidad se corresponde con el fibrado trivial (X x K"). Cuando r = 1 (es decir, cuando el fibrado es de
linea) el haz es abeliano (en el caso real tenemos el haz de funciones diferenciables reales nunca nulas C°°* y
en el complejo el haz de funciones diferenciables complejas nunca nulas C*(—,C*)), por lo que H'(X, F) es
un grupo, llamado grupo de Picard diferenciable. Este grupo es isomorfo al grupo de fibrados de linea con el

producto tensorial como ley de composicién interna. Para mayor detalle ver [14].

Ejemplo 4.3.1. En S sélo hay dos fibrados de linea reales (salvo isomorfismo) porque H'(S', C>*) = Z /27

(ver el ejemplo 4.1.2). Estos se corresponden con el fibrado trivial (el cilindro) y la banda de Mobius.

Lema 4.3.2. Si X es Hausdorff paracompacto, tomando la sucesién exacta de de grupos topolégicos 0 —

exp

Z — C — C* — 0, el teorema 3.3.9 dice que
HY(X,Z) - H'(X,C>®(-,C)) = H'(X,C>™(-,C")) = H*(X,Z) — H*(X,C>(-,C))
es exacta. Y usando que H9(X,C>(—,C)) = 0 para q > 0. (corolario 3.3.7) tenemos que
HY(X,C>®(-,C") = H*(X,Z)
es un isomorfismo.

Ejemplo 4.3.3. Por 4.3.2 sabemos que H*(X,C*>(—,C*)) = H?(X,Z), luego los fibrados de linea complejos
sobre X estan en correspondencia con los elementos de H%(X,Z). El elemento de H?(X, Z) que le corresponde
a un fibrado se llama primera clase de Chern del fibrado. Por ejemplo: Si X es una superficie compacta, conexa

y orientable tenemos, por 4.1.3, que

HY(S,0%(—,C*)) = H2(S,Z) ~ Z.

Y con este ejemplo damos por terminado el trabajo.




Apéndice A

Algebra

En este apéndice incluimos los requisitios algebraicos necesarios para leer el trabajo. Hemos decido separarlos
del cuerpo del trabajo para distinguir la parte topoldgica de la parte algebraica en los razonamientos. No

incluiremos todas las pruebas.

Al Algebra homoloégica

A.1.1 Complejos de cocadenas

Definicién A.1.1. Un complejo de cocadenas es una sucesion (C*, d*),cz de pares donde C* son grupos
abelianos y d* : C*¥ — C**1 es un homomorfismo de grupos verificando que d¥*! o d¥ = 0 para cualquier k.

Se denota con C*® y se representa como la sucesién

dk—2 4 gkt dF FLES!
T e e YA

Escribiremos d = d* si el entero k no es relevante. La condicién d**! o d¥* = 0 se suele resumir como
dod=d?> =0,y equivale a que Imd*~! C ker d* para todo k.
Definicién A.1.2. Una sucesién de grupos abelianos se dice ezacta si ker d* /Imd*~! = 0 para todo k.

Observacién A.1.3. Una sucesion exacta de grupos de la forma 0 — E — F' — G — 0 recibe el nombre de
sucesion exacta corta. Se puede ver como una forma condensada de escribir que F — F' es inyectiva, F' — G

es sobreyectiva, y ker(F — G) = Im(E — F).

Ejemplo A.1.4. El ejemplo paradigmético es considerar la inclusién y la proyeccién sobre el cociente

0—-F—F—F/E—DO.

54
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De hecho, todos los ejemplos son de esta forma. Dada una sucesién exacta
g h
0—-A=B—C—0,

podemos tomar N = Img = ker h, que es isomorfo a A. Y también C es isomorfo a B/N, (por el primer

teorema de isomorfia). Y podemos escribirla como 0 - N — B — B/N — 0.

Definicién A.1.5. Sean A®, B*® dos complejos de co-cadenas. Un morfismo de complejos de cocadenas f* :

A® — B* es una sucesién de aplicaciones f* : A¥ — B* que hacen conmutativos los diagramas

k
Ak d Ak+1

A e

BF BF+1
dk
para todo k. A veces se simplificara la notacién escribiendo f := f°.

Observacién A.1.6. Los morfismos de complejos de cocadenas se pueden componer: Si f® : A* — B® y
g® : B* — C* se puede escribir g®o f* := (g¥o f¥);, y es inmediato comprobar que es un morfismo de complejos
de cadenas. También tenemos la identidad Id% : A* — A® definida por (Id%)x. Es por esto que los complejos

de cadenas con sus morfismos forman una categoria.

Definicién A.1.7. Sea f°®: A* — B*® un morfismo de complejos de cocadenas.

e Se define su niicleo como la sucesion (ker f)® := (ker f*, d¥ |io, 1)k

e Se define su imagen como (Imf)® := (Imf*, dkhmfk)k. Ambos heredan de A® y B® (respectivamente) la

estructura de complejos de cocadenas.

e Se define su conticleo como la sucesién (coker f)® := (cokerf)® = (coker f*, dk|cokerfk )k, donde coker f* :=

B¥ /Tm f*

Definicién A.1.8. Una sucesién de complejos de cocadenas es una sucesiéon (C?, f?) donde los C? son
complejos de cocadenas y los f? : CF — C?, | son morfismos de complejos de cocadenas. Dicha sucesién se

dice exacta si para cada i € Z se tiene (Imf;)® = (ker fi11)°.

A.1.2 La cohomologia de un complejo

Para medir la exactitud de un complejo de cocadenas definimos sus grupos de cohomologia.

Definicién A.1.9. Si C* es un complejo de cocadenas, definimos su grupo de cohomologia k-ésimo como

H*(C*) := ker d* /Tmd* .
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Definicién A.1.10. Un morfismo de complejos de cadenas f® : A* — B*® induce homomorfismos (f*®). :
HF(A®) — H*(B*), que abreviaremos como f, ; cuando no haya ambigiiedad. Como el diagrama de A.1.5
conmuta, la aplicacién f, ; manda k-cociclos a k-cociclos y k-cobordes a k-cobordes. En efecto: si  es un
k-cociclo (d*(z) = 0) entonces d*(f.r(z)) = fer+1(d*(z)) = 0, por lo que f. () es un k-cociclo. Y si z es
un k-coborde (existe un u € A*~1 tal que d*~!(u) = x) entonces d* 1 (fi x_1(2)) = fer(d* 1 (u)) = fur(z),
por lo que f. () es un k-cociclo. De esta forma, la aplicacién
fake H*(A*) — H*(B*)
o+ dHARY o fR(z)  dEY(BEY)

estd bien definida.

Proposicion A.1.11. Ademas, si tenemos un cuadrado conmutativo de complejos de cadenas

entonces el siguiente cuadrado

conmuta.

Lema A.1.12. (Lema de la serpiente) Supongamos que el siguiente diagrama de morfismos de grupos conmuta

y tiene lineas horizontales exactas:

M—" M — s M 0
T
0 N Y N N

Entonces existe un morfismo 9 tal que la siguiente sucesion es exacta
u ’r o n 9 a’ ;@ "
ker f — ker f' — ker f — cokerf — cokerf’ — coker f”,

donde @, ¥ son las restricciones de u 'y v aker f C M y ker f' C M’ respectivamente. Y @', #’ son las aplicaciones

inducidas por u’ y v en cokerf = N/Imf y cokerf’ = N'/Imf’, respectivamente.

Demostracion. No incluiremos esta demostracién completa por tratarse de un largo ejemplo de persecuciéon
de diagramas (para ver los detalles [10]). Sin embargo, si construiremos el morfismo 9, que serd de clave
importancia en el trabajo. Definimos 0 : ker f” — coker f de la siguiente manera: Sea ¢ € ker f”” € N”. Como v
es sobreyectiva, existe un b € M’ tal que v(b) = ¢. Como el diagrama es conmutativo, f”(v(b)) = v'(f'(b)) = 0,
luego f’(b) € ker v D Imw’/, de modo que existe un dnico (por la inyectividad de u’') a € N con u/(a) = f/(b).

Explicitamente, a = (u/)~! /(). Definimos entonces d(c) = a + Imf € cokerf = N/Imf O
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Observacién A.1.13. En particular, si u es inyectiva, entonces u es inyectiva. Y si v’ : N — N’ es

sobreyectiva, entonces ¥’ : N’ /Tmf’ — N /Imf" es sobreyectiva.

Luego, si el siguiente diagrama tiene filas exactas y conmuta,

0 M—"sM =M 0
l ; l E l P
0 N Yo N YN 0,

la sucesioén siguiente es exacta
— — 8 —/ =/
0 — ker f % ker f' = ker f”" % cokerf < cokerf’ ~+ cokerf” — 0.

Teorema A.1.14. (Sucesién exacta larga) Si la sucesién de complejos 0 — C*® 2D 2y B S 0es exacta,
entonces existen morfismos 9% que hacen que la siguiente sucesién sea exacta
n—1
.o HHC®) = HY(D®) — H" Y (B*) £
87171 n L] n L] n (] 8”
— H"(A*) - H"(B®*) —» H"(C*) —
67L+1

O H" (A% — H'PY(B®) — H P (o) 2

Esta sucesién recibe el nombre de sucesidn exacta larga (infinita).

Demostracion. Para la demostraciéon conviene desglosar la sucesion 0 — C'*® 2 p* 25 B 0.

A d)nfl A ¢/n71 A

0 C D —F —0
dnfl d/nfl d//'n.fl

(z)n ¢/7’L

0 cn D" E™ 0

dTL d/’r’l, d//n
¢n+1 ¢/n+1

0 Cn+1 Dn+1 En+1 5 O

g+l FASE g+

En este diagrama conmutativo las lineas horizontales son exactas y las verticales verifican d? = 0.
Sea n € N, nos fijaremos en el siguiente subdiagrama

0 cn " pr 2T o 0

e e e
o+ 41

0 Cn-i—l Dn+1 ¢ En+1 -5 0.
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Este verifica las hip6tesis de A.1.13, luego tenemos la siguiente sucesién exacta:
0 — kerd™ — kerd”™ — kerd"™ — cokerd™ — cokerd™ — cokerd”™ — 0.
En particular, tenemos dos sucesiones exactas:

0 — kerd” — kerd™ — kerd"™ y cokerd™ — cokerd™ — cokerd”™ — 0.

Definamos ¢, : cokerd” ™! = C™/Imd"~! — C™/ ker d" mediante x + Imd,,_1 — x +ker d". Es decir: manda
la clase de  médulo Imd™ ! a su clase médulo ker d”. Est4 bien definido porque si  — y € Imd™ ! entonces

x —y € kerd”. Es inmediato comprobar que respeta la operacién de grupo.

Probemos que ker ¢, = H™(C). Por un lado, si +Imd"~! ¥ 0+ker d" entonces z+ker d* = 0+ker d”, por
lo que = € ker d". Luego kert, C kerd”/Imd"~! = H"(C). Por otro lado, si  + Imd"~! € ker d"/Imd"~! =
H"™(C), entonces i, (x) = x + kerd” = 0 + ker d".

Como C™/ker d™ = Tmd"™ (por el primer teorema de isomorffa), y Imd"™ C ker d"*!, podemos ver el morfismo
tn cOmMo Ly, : cokerd" ' — kerd"™!. Ademds, cokers,, = kerd"!/Imd" = H""1(C). En resumen, hemos
encontrado una homomorfismo

iy o cokerd™ 1 — ker d" !
verificando ker,, = H"(C) y cokert,, = H"*1(C).
Analogamente, podemos encontrar dos homomorfismos
i+ cokerd™  — kerd™ !,
1" : cokerd” ' — kerd"
que verifiquen ker (!, = H"(D®) y cokert!, = H"T1(D®). Y que ker:! = H"(E®) y coker.! = H"t1(E*).
Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

cokerd” ™! —— cokerd™ ! —— cokerd"""! —— 0

J/ tn lb; J{Li{

0——>kerd" ! — > kerd™! ker ¢ 1.

Las filas son exactas por la observacién hecha al inicio. Aplicando a este ultimo diagrama el lema de la

serpiente (A.1.12), tenemos que existe un morfismo 9™ tal que la siguiente sucesién es exacta

Bn
ker¢,, — kert, — ker:” Z— cokert,, — cokert, — coker:”.
n n n n

Es decir,

H"(C*) = H"(D*) — H"(E) &% H"(C*) — H™*(D*) — H"*\(E*)

es exacta. ]
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Proposiciéon A.1.15. Supongamos que
0—+C*—-D*—>E*=-0 y 0=C*—=D*—=E*=0

son sucesiones exactas de morfismos de complejos de cadenas y que tenemos un morfismo de sucesiones exactas

cortas
0 (O D* E* 0
|
0 ce D E* 0.

Entonces existe un morfismo entre las respectivas sucesiones exactas largas.

= H(C®) —> H(D*) —= H"(E*) — L H"1(C%) — = H"(D*) —> H'"™(B*) — ...

C*,nl d*,ni e*ml C*,n+1l d*,n+1l e»«,n+1i

n

e HM(C®) = H'(D*) —— HY(E*) 2> HM (G = H™(D*) — B (E*) >
(Es decir, los morfismos inducidos en la cohomologia conmutan).

Demostracion. Sabemos que el diagrama

H™(C*) — H™(D*) — H"(E*)

P (C®) ——= H"(D*) — H"(E*)

conmuta (por A.1.11). Asi que la demostracién se reduce a probar que

H" (E') o" Hn+1 (C.)

C*,nl d*'n+1l

Hn(Eo) 7>]{nJrl(C«o)

conmuta. Esta prueba es rutinaria por persecuciéon de diagramas. O

A.1.3 Homotopia en complejos de cocadenas

Definicién A.1.16. Sean f°®,¢g°* : A* — B*® dos morfismos de complejos de cadenas. Decimos que son

aplicaciones hométopas si existen morfismos P™ : A® — B"~! tales que
dn—l o P™ 4 Pn+1 od® = gn _ fn

para todo n entero, que se traduce en la conmutatividad de

An—l ar—! AP d" An+1

) ) P'n. N n+1
gnlifn.l/w,iﬁl gn+1J/fn+1

Bn—l B" d" Bn+1
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Abreviadamente escribimos

dP + Pd = g° — f°,

La sucesion P® de morfismos se llama operador de homotopia.

Es inmediato comprobar que la relacién de homotopia es una relacién de equivalencia entre morfismos de

complejos de cadenas.

Proposicién A.1.17. Sidos morfismos f*, ¢g® : A* — B*® son hométopos entonces inducen el mismo morfismo

en las cohomologias.

Demostracion. Sean a € A™. Si da = 0 entonces ¢"(«a) — f*(a) = dP(a) — Pda = dP(a). Luego P(a) €
Imd*~1, de modo que g"(a) y f"(a) determinan la misma clase de cohomologia en H*(B®). Es decir,

fer([a]) = gur(a]). H

Definicién A.1.18. Un morfismo de complejos de cocadenas f® : A®* — B*® se dice que es una equivalencia
homotdpica si existe g® : B®* — A® tal que f®og® 2 Idy y ¢° o f* = 1d%. Diremos que dos complejos de

cocadenas son homotdpicamente equivalentes si existe una equivalencia de homotopia entre ellos.

Corolario A.1.19. Si A®, B® son complejos de cocadenas y f® : A®* — B® es una equivalencia homotépica,

entonces f¥ : H*(A®) — H*(B®) es un isomorfismo para todo k.

A.2 Algunas definiciones de teoria de categorias

En esta seccién introduciremos algunas definiciones relativas a la teoria de categorias a modo recopilatorio. Su
utilidad serd, principalmente, aportar cierta terminologia que agrupara multiples conceptos dados a lo largo

del trabajo, que de otra forma quedarian bastante diluidos e injustificados.

Definiciéon A.2.1. Sean F,G : € — € dos funtores covariantes. Una transformacidén natural n : F — G es
un morfismo nx : F(X) — G(X) para cada objeto X de € que verifica: Para cada par de objetos X,Y de €

y cada morfismo f: X — Y el siguiente diagrama conmuta

La transformacion natural se dice equivalencia natural si los nx son isomorfismos para cada X. Decimos que

dos funtores son equivalentes si existe una equivalencia natural entre ellos.

Intuitivamente, lo que dice la definicién de equivalencia natural es que los funtores transforman un objeto

en el mismo objeto (médulo isomorfismo) y esta transformacién conmuta con los morfismos de la categoria.
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Definicién A.2.2. Dos categorias € y ¢ se dicen equivalentes si existen funtores F': € - €' y G: ¢ — €

tales que GoF'y F oG sean equivalentes al funtor identidad en € y el funtor identidad en € (respectivamente).

Que dos categorias sean equivalentes significa que, esencialmente, son la misma. Los objetos y los morfismos
tienen las mismas propiedades en ambas categorias: Las sucesiones exactas en € lo son en €', los monomor-
fismos (epimorfismos) siguen siendo monomorfismos (epimorfismos), etc. Siempre y cuando dichos conceptos

tengan sentido.

Definicién A.2.3. Un funtor entre dos categorias se dice ezxacto si transforma sucesiones exactas cortas en

sucesiones exactas cortas.

Para ser precisos, no se puede definir la exactitud para cualquier categoria. Las categorias en las que tiene
sentido hacer dlgebra homolégica se llaman categorias abelianas. Sin embargo, esto escapa de los objetivos del
trabajo (y del apéndice). En las categorias que consideraremos si tendrd sentido hablar de funtores exactos.

Los funtores exactos son importantes dada la siguiente

Proposicion A.2.4. Si un funtor es exacto entonces transforma sucesiones exactas de cualquier longitud en

sucesiones exactas (de la misma longitud).

A.3 Limites directos

Definimos ahora la nocién de limite directo de grupos, y establecemos algunas de sus propiedades, que son

ampliamente usadas durante el texto.

Definicién A.3.1. Un conjunto dirigido es un par (I, <), donde < es un preorden (relacién binaria reflexiva
y transitiva) en el que todo par de elementos {a,b} C I tiene una cota superior (es decir, existe ¢ € I con

a<cyb<ec).

Definicién A.3.2. Un sistema de grupos dirigido (o sistema de grupos) es un par (A;, fi;) donde {A; : i € I'}
es una familia de grupos, (I, <) un conjunto dirigido, y {f;; : A;i = A;|¢ < j} una familia de homomorfismos

verificando

1. fiu =1da,,
2. fik=fjko fijsii<j<k
Definicién A.3.3. El limite directo de un sistema dirigido de grupos (4;, fi;) es el cociente
h_n}Ai = (|_| Ai)/ ~

donde z; € A; estd relacionado con x; si existe algin k > {i,7} tal que fix(z;) = fin(x;).
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La idea intuitiva tras estas definiciones es la siguiente: Un sistema de grupos dirigido es una familia de
grupos que evoluciona en funcién de una familia de indices dirigidos, con aplicaciones f;; que establecen hacia
donde evolucionan los elementos de dichos grupos. La relaciéon de equivalencia establece que dos elementos

son iguales si en algiin momento acaban siendo el mismo.

El cociente hereda el producto de los A; de la siguiente forma. Sean a; € A;,b; € A;. Definimos

[ai] - [bj] == [fir(ai) - fin(bj)],

donde k es una cota superior de {4, j}. El producto no depende de la cota escogida. En efecto, si k' fuera otra

cota superior de {7, j} tendrfamos que existe | cota superior de {k, k’'}. De esta forma
fua(fin(ai) - fiu(b)) = fulai) - f(bs) = fun(fir (ai) - fiw (b5))

por lo que [fir(ai) - fix(bj)] = [firr(a;) - fir (bj)]. Es rutinario ver que el producto no depende de los repre-
sentantes a;, b; y que con esta ley de composicién interna, @Ai es un grupo. Es inmediato comprobar que

si todos los A; son abelianos, el resultado también lo es.
Ademas, existen unos morfismos ¢; : A; — h_ng A;, que envian cada elemento x a su clase [z] en el cociente.

Observaciéon A.3.4. El concepto de limite directo se define andlogamente para sistemas de conjuntos diri-

gidos, y el limite directo de conjuntos resulta ser un conjunto.

Definicién A.3.5. Sean (4, fi;) v (B;, B;j) dos sistemas de grupos indexados por el mismo conjunto dirigido
de indices (I, <). Un morfismo de sistemas de grupos es una familia de morfismos de grupos ¢ = (¢;,7 € 1)

(¢i : A; — B;) tal que el siguiente diagrama conmuta

A
Lﬁil
B

para cualesquiera i,j € I. Es inmediato comprobar que los sistemas de grupos (indexados por el mismo

fij

Ly

|

;i —— B
gij

=
<

<

conjunto de indices) y los morfismos as{ definidos forman una categoria.

Definicién A.3.6. Si (A;, fij) v (B;, Bij) dos sistemas de grupos y ¢ = (¢; : A; — B;,i € I) es un morfismo

de sistemas de grupos, entonces podemos considerar el siguiente morfismo de grupos
@@i : ligAi — hﬂBi
[a;] = pia)],
que esta esta bien definido gracias a la conmutatividad del diagrama. Es rutinario comprobar que es respeta

la operacion del grupo.

Esto mismo es susceptible de ser definido para sistemas de conjuntos dirigidos de forma completamente

analoga.
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Proposicién A.3.7. El limite directo es exacto en el siguiente sentido: Sean (A;,ai;), (Bi, bij), (Cs,cij)

sistemas de grupos indexados con el mismo conjunto dirigido (I, <). Si para cada i,j € I se tiene que

0 A; B; C; 0
I
0 A, B; C; 0

conmuta y es exacta en las filas, entonces
0 = lim A; — lim B; — lim C; — 0
es exacta.

Corolario A.3.8. El limite directo es un funtor covariante y exacto, de la categoria de sistemas dirigidos de

grupos (indexadas por un conjunto dirigido fijo) a la categoria de grupos.

Observacién A.3.9. Sea ¢ : {4;}; — {B;}; un morfismo de sistemas dirigidos de grupos. Sean ¢; : A; liﬂAi

y ; : B;lim B; las aplicaciones candnicas. Entonces, para cada i, el siguiente diagrama conmuta

Pi

A; B;
Pi \L lwi
lim ¢

— —

Ya que si z € A; entonces lim ¢ 0 oi(x) = hg([x]) = [p(x)] = ¥i(p(x)).

Proposicion A.3.10. El limite directo conmuta con la suma directa.




Apéndice B

Implementacion del algoritmo de

calculo de grupos de cohomologia

B.1 Ejemplo de ejecucion I

Consideremos el nervio N = {(1), (2), (3), (4), (1,2), (1, 3),(2,3),(3,4),(2,4), (2,3,4)}, que tiene la realizacién

geométrica graficada en 4.2.3.

Los conjuntos de simplices son:
e So={(1),(2),3),(4)}
o 51 ={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4)}
o S5 =1{(2,3,4)}
o S3={}
De esta forma, el complejo de cocadenas es
0zt L5 Lot Ly,

Célculo de d° :

a=01) (1,2 — (-D)'=-1 ~1
(1,3) — (-1)t=-1 -1
(2,3) — 0 =d’(e1)=1] 0
(2,4) — 0 0
(3,4) — 0 0

64
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Luego

Célculo de d' :

Por lo que

Y d® =0.

=2 (1,2) — (-1)°=-1 1
(1,3) — 0 0
(2,3) — (-1)t=-1 =dep) = | -1
(2,4) — (-D)'=-1 ~1
(3,4) — 0 0
es=(3)  (1,2) — 0 0
(1,3) — (-1)°=1 1
(2,3) — (-1)°=1 =d’(es) = | 1
(2,4) — 0 0
(3,4) — (-Dl=-1 -1
=04 (1,2) — 0 0
(1,3) — 0 0
(2,3) — 0 = d(es) = |0
(2,4) — (-1)=1 1
(3,4) — (-1)°=1 1
-1 1 0 0
-1 0 1 0
=0 -1 1 0
0 -1 0 1
0 0 -1 1

e =(1,2 (2,34 — 0 =d(a)= (0

e2=(1,3) (2,34 — 0 =d'(e)= (0
es=(2,3) (2,34 — (-1)2=1 = d'(e3) = (1)

er=(2,4) (2,34 — (-D'=-1  =d'(es) = (—1)

G=(34) 234 — (1)'=1 =d(e)=(1)

dl:(o 01 —1 1).

Con esto tenemos el complejo de cocadenas perfectamente definido y podemos introducirlo en Sage-

Math:




[1]:

[2]:

[2]:

[3]:

[3]:

from sage.homology.chain_complex import ChainComplex

do = matrix(zZ,[[-1,1,0,0],[-1,0,1,0],[0, -1, 1, O],[0,-1,0,1],[0,0,-1,1]])
dl = matrix(Zz,[0,0,1,-1,11)

complexl = ChainComplex([4,d0,5,d1,1])

ascii_art(complexl)

[-1 1 0 0]
[-1 0 1 0]
[0-1 1 0]
[0-1 0 1]
[0 0 1-1 1] [0 0-1 1]
0 <= C_2 <mmmmmmmmmmmmeeeo C_1 <ommmmmmmmemee C_0 <-- 0

complex1.homology ()
{0: 2z, 1: 2, 2: 0}

Es decir,
H(W2Z)=2, H'WZ)=7 y H*U,Z)=0,

que coincide con la cohomologia de S' ya calculada.
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B.2 Ejemplo de ejecucion II y cédigo en SageMath

En este ejemplo vamos a calcular la cohomologia del plano proyectivo real (para el haz Z) usando la triangu-
lacién dada en la figura 4.3. Este caso, por ser notablemente mas laborioso, lo ejecutamos usando un cédigo

implementado en SageMath, que sirve para cualquier complejo simplicial finito.




[1]: | #importamos la libreria para trabajar com complejos de (co)cadenas
from sage.homology.chain_complex import ChainComplex
#definimos las funciones para trabajar con el complejo simpliczal
def dimension(N):
""'retorna la dimension del complejo
out = 0
for s in N:
if len(s)>out: out = len(s)
return out-1

o

def sorter1(N):
""'retorna un diccionario con los simplices agrupados por dimension'''
d = dimension(N)
Simplices = {}
for i in range(0,d+1):
i_simplices = []
for s in N:
if len(s)==i+1: i_simplices.append(s)
Simplices[i]=sorted(i_simplices)
return Simplices

def dk_matrix(k,N,simplices):
""'"retorna la matriz del k-ésimo operador cobordismo'''’
M=zero_matrix(len(simplices[k+1]),len(simplices[k]))
for i in range(0,len(simplices[k])):
for j in range(0,len(simplices[k+1])):
if set(simplices[k][i]).issubset(set(simplices[k+1][j]1)):
for p in range(0, len(simplices([k+1][j1)):
if simplices[k+1][j][p] not in simplices([k] [i]:
M[j,i]1 = (-D)=*=p
break
else: M[j,1i]=0
return M

[2]: | #los simplices se representan con tuplas (ordenadas)
#plano proyectivo

N_O0 = [(1,),(2,),(8,),(4,),(5,),(6,)]

N_ 1 =u
-[(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)]
N_2 =u

-[(1,2,4),(1,2,6),(1,3,4),(1,3,5),(1,5,6),(2,3,5),(2,3,6) ,(2,4,5),(3,4,6),(4,5,6) ]
N=N_O+N_1+N_2
simplices=sorterl(N)

differentials = []
for i in range(0,dimension(N)):
differentials.append(dk_matrix(i,N,simplices))



ChainComplex(differentials)

complex1

_art(complex1)

ascii_art

[3]:

[3]:
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Lo
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0 0 0 0 0 0]
1 0 0 0 0 0]

1

0 0 O

1-1 0 0 0 0 0 O

0 0000 01 0 0 0 o]

0 -1
1

1

1]

0 0 0 0]

0 0 000 0O 0O O O

1

[0 O O
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1

1
1

[0 0O 0 0 O
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0 0 0]

1
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1
0
1
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0 -1 1 0]
-1

1

[o OO0 OO OO OO
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[0OOOO0OOOO0O0O0 0 0 0
TR O ¢
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1 0 0 0]

0
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0 0 1 0 0]
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1
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0 0 0 O

[-1

1

[0 -1

1 0 0]

[L0O-1 0
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1

[0O-1 0 O

[0 -1

1]
0 0]

0 0 O

1
0

[0 O -1
[0 O -1
[0 O -1

0]

1
0 0

1]

0]

1
0

[0 0 O -1

1]
1]

O ¢ JE S

[0 0 O -1

[0O O O O0-1

complex1.homology ()

[4]:

{0: Z, 1: 0, 2: C2}

[4]:
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