LA OPERAD E,

GUILLERMO GALLEGO

1. OPERADS EN CATEGOR{AS MONOIDALES

[Aqui, seguimos a Getzler-Jones [GJ94]]

1.1. Comenzamos considerando una categoria monoidal simétrica S
con producto tensorial ® y unidad I. Suponemos ademés que S tiene
limites y colimites pequenos, y que para todo objeto X de S, el functor
X ® — preserva los colimites. En particular, la categoria S tiene un
objeto inicial, que denotamos por 0, y un coproducto, que denotamos
por @. Los ejemplos tipicos de § seran

= La categoria Top de espacios topoldgicos, donde el producto ten-
sorial es simplemente el producto cartesiano (decimos entonces
que se trata de una categoria cartesiana) y el coproducto es la
unién disjunta.

= La categoria Chaing de complejos de cadenas sobre un cuerpo
K, donde el producto tensorial es el producto tensorial graduado
y el coproducto es la suma directa.

1.2. El grupoide simétrico G es el grupoide cuyos objetos son los con-
juntos finitos, incluyendo el conjunto vacio, y cuyos morfismos son
las biyecciones entre conjuntos. Como es habitual, denotamos 0 = 0,
1 = {0}, y denotamos por k = (k—1)U{k—1} ={0,1,...,k — 1} al
ordinal de k elementos. Para cada k € N, tenemos que Autg(k) = &
es el k-ésimo grupo simétrico.

1.3. Un &-médulo en S es un functor P : & — 8. Dicho functor

determina una sucesién P = {P(k) : k € N} de objetos P(k) de S, cada
uno de ellos equipado con la accion del grupo simétrico G, es decir,
con un homomorfismo de grupos

G — Autg(IP’(k:))

Podemos recuperar el functor P de esta sucesion si, para cada conjunto
finito I, con cardinal k = ||, definimos P(/) como el colimite

feBiy(kvl)
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2 GUILLERMO GALLEGO

1.4. Denotamos por 8¢ = Fun(6,S) C S la subcategoria formada
por los &-modulos en S. A su vez, esta categoria posee una estructura
monoidal, dada por la operacién de composicion

0:8%x 8% = 8%,

definida como sigue. Para cada par de G-mdédulos Py y Ps, y para cada
conjunto finito I, definimos

Py o Py(I) = P Pi(r) @,

reN

P (X)IP’z(f‘l(i))] .

Fil—r ier

Esta estructura de composicion es compatible con el functor de Schur
Schur : 8 — Endga(S),

que envia cada G-moédulo P al functor que asocia cada objeto X de S

al &-méddulo

Schur(P)(X) = EHP(r) ®s, X

reN

Lo que esto quiere decir es que existe un isomorfismo natural
Schur(P; o Py) = Schur(Py) o Schur(PPy),

de modo que el functor de Schur es monoidal.

1.5. Definicién. Una dperad simétrica en S es un monoide en S,
esto es, un S-objeto PP junto con dos morfismos v : PoP — Pyn: 1 — P
que satisfacen los axiomas de asociatividad y unidad, respectivamente.

1.6. Notese que un morfismo v : Po P — P estd determinado por una
coleccién de morfismos

Pry@P(k) @ - @ P(k,) = P(ky + -+ - + k),

cada uno de ellos determinado por la particion de k = ky + - - - + k.,
esto es, determinado por la funcién f : kK — r con

f(i)=0sii<k,
fl)y=ssi 35k <i<Y ks

1.7. Decimos que una categoria C es una categoria enriquecida en S si
para cualesquiera dos objetos X e Y de C, la coleccién Home(X,Y) es
un objeto de §, de modo que las identidades corresponden a morfismos
idy : I — Home (X, X) y las composiciones estan dadas por morfismos
o: Home(X,Y) ® Home(Y, Z) — Home (X, Z).
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1.8. Supongamos que C es una categoria enriquecida en § y que tam-
bién tiene una estructura monoidal simétrica. Es decir, C esta a su vez
equipada con un producto tensorial y una unidad, compatibles con la
estructura enriquecida, que también denotamos por ® e I. En tal caso,
a cada objeto X de C se le puede asociar una 6perad simétrica Op(X)
en S, definida como

Op(X)(k) = Home (X®*, X),
donde & actia por permutacion.

1.9. Un dlgebra sobre P, o equivalentemente, una P-dlgebra en C esta

dada por un objeto X de C junto con un morfismo de 6perads simétricas
en &

P — Op(X).

2. LA OPERAD DE DISCOS PEQUENOS

[Aqui, seguimos a Fresse [Frel7]].

2.1. Vamos a construir una familia de 6perads D,,, paran € N, en Top,
llamadas las operads de discos pequenos. Una E,-6perad serd cualquier
operad en Top que sea débilmente homotdpicamente equivalente a D,,.
Asi, también podriamos considerar otras éperads relacionadas como la
de los cubos pequenos o la dada por espacios de configuraciéon de puntos
en D" (ver més abajo).

2.2. Denotamos por
Dt={teR":|t| <1} CR"

la bola cerrada unidad, y por B™ C D" su interior. Un n-disco pequeno
es una inmersion afin

c: D" — D" :tw— a+ Rt,
para algin punto a € D" y algtin R > 0 con R* <1 — ||a|?.

2.3. Para cada k € N, k > 0, definimos
D, (k) ={c=(c1,...,cx) s ¢c;: D" — D", ¢;(B") N¢j(B") =0, i # j},

aqui, cada ¢; es un n-disco pequeno. Estos conjuntos D, (k) admiten
una topologia natural, que puede definirse o bien como subespacio del
espacio de aplicaciones continuas Hle D™ — D™, equipado con la to-
pologia compacto-abierto, o bien directamente usando los a; y los R; de
cada disco pequeno ¢;. La primera descripcion resulta mas conveniente
para estudiar espacios de lazos iterados, mientras que la segunda es la
adecuada para estudiar espacios de configuracion.
El grupo simétrico &, actia en el espacio D, (k) por permutacién

og-C= (Cg—l(l), e ,Co-—l(k)).
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El espacio D, (1) consta de un solo elemento, la identidad idp». Final-
mente, dados k y [, para cada ¢ = 1,...,k, tenemos una operacion de
composicion

0 : Dp(k) x Dp(l) — Du(k +1— 1),
definida como
QOZ_): (al,...,ai_l,aiobl,...,aiobl,aiﬂ,...,ak).

La idea es “meter” la coleccién de discos pequenos b dentro del disco
pequeno a;.

2.4. Se define la dperad de n-discos pequerios como la éperad simétrica
D,, determinada por la sucesion

(D, (k) : k € N}.

3. E,-ALGEBRAS

3.1. Dada cualquier categoria monoidal simétrica C enriquecida en
Top (también llamadas categorias topoldgicas), podemos considerar
una D,-algebra en C.

3.2. Recordemos que cualquier (0o, 1)-categoria C puede verse como
una categoria topoldgica C*P de la siguiente manera: para cualesquiera
dos objetos X e Y, tenemos un conjunto simplicial Home(X,Y), y
podemos tomar su realizaciéon topologica.

Destacamos los siguientes casos:

= Si C es cualquier categoria localmente pequena usual (por ejem-
plo, Sets o Vecty), podemos verla como una (oo, 1)-categoria
y, por tanto, como una categoria topoldgica, tomando su ner-
vio. Mas directamente, esto consiste simplemente en dotar cada
conjunto de morfismos de la topologia discreta.

= Podemos construir una (oo, 1)-categoria Cat, cuyos objetos son
las categorias usuales localmente pequenas, tomando, para cada
dos categorias C y D, como conjunto simplicial Homeat(C, D)
el nervio de la categoria de functores Fun(C, D), cuyos objetos
son functores C — D y cuyos morfismos son transformaciones
naturales entre functores.

3.3. Una D,-élgebra en una (oo, 1)-categoria monoidal simétrica C es
un objeto A de C junto con un morfismo de 6perads

donde Op(A) es la 6perad asociada a A como objeto de la categoria
topoldgica C*P.

Tomando el oco-grupoide fundamental en el morfismo anterior, obte-
nemos, para cada k € N, un morfismo de conjuntos simpliciales

Too(Dy(k)) — Home(A®F, A).
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Esto motiva la siguiente definicion.

3.4. Definicién. Una E,-édlgebra en una (oo, 1)-categoria monoidal
simétrica C es un objeto A de C junto con una sucesion de morfismos
de conjuntos simpliciales

{Too(Dn(k)) — Home(A®*, A) : k € N},

con ciertas condiciones de compatibilidad proveniente de la combina-
toria de la 6perad D,.
Distinguimos los siguientes casos:

= Una E,-dlgebra en una categoria monoidal simétrica usual local-
mente pequena C es un objeto A de C junto con una sucesién de
aplicaciones

{mo(Dn(k)) — Home(A®*, A) : k € N},

con ciertas condiciones de compatibilidad proveniente de la com-
binatoria de la 6perad D,,.

= Una E,-algebra en Cat es una categoria usual localmente pe-
quena C junto con una sucesion de functores

{r<1(Dy(k)) = Fun(C**,C) : k € N},

con ciertas condiciones de compatibilidad proveniente de la com-
binatoria de la éperad I,,. Aqui, 7<; denota el (1-)grupoide fun-
damental.

3.5. [E;-algebras. Un 1-disco es un intervalo. Dos colecciones a =
(ay,...,ax) y b = (b1,...,br) pueden conectarse por un camino
en Dy(k) si y sélo si las tuplas de puntos (ay(0),...,ax(0)) y
(b1(0),...,bx(0)) estan en el mismo orden. Por tanto, mo(D;(k)) = k!
Veamos entonces lo que es una [E;-dlgebra en Cat. El functor
7<1(D1(0)) — Fun(0,C) determina una unidad I € Obj(C). El functor
m<1(D1(1)) — Fun(C,C) envia la identidad a la identidad. El morfismo
m<1(D1(2)) = Fun(C x C,C) determina un producto v : C x C — C,
(A, B) — A ® B, asi como isomorfismos naturales entre los functores
A—T® A A— A®1yide. A su vez, el morfismo 7m<;(IDy(3)) —
Fun(C x C xC,C) asocia a cada coleccion de discos pequenos (cq, ¢z, ¢3)
un functor C*® — C, de modo que si dos colecciones estan conectadas
en Dy (3), hay un isomorfismo natural entre los correspondientes functo-
res. En particular, se obtiene un isomorfismo natural entre los functores
(A,B,C)—~ (A®B)®Cy (A B,C)— A® (B®C). Juntando todo,
obtenemos que una [E;-algebra en Cat es una categoria monoidal.
Siguiendo esta légica, uno comprueba facilmente que, si C es una
categoria usual monoidal simétrica, una E;-algebra en C es lo mismo
que un monoide en C. Es decir, es un objeto A de C junto con una
unidad 1 : T — A y un producto - : A® A — A que cumple la propiedad
asociativa. En efecto, procedemos como en el parrafo anterior, pero
ahora los isomorfismos naturales inducidos por D (3) son simplemente
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igualdades a-(b-c¢) = (a-b)-c. En particular si C = Vecty es la categoria
de K-espacios vectoriales, entonces una [E,-4dlgebra es lo mismo que una
K-&lgebra (asociativa y con unidad).

3.6. [E,-algebras, con n > 2. Recordemos ahora el tipico argumen-
to de Eckman—Hilton, que explica que podemos mover dos discos dentro
de un disco mayor. Esto implica que my(ID,(2)) = 1, para n > 2. Por
tanto, para n > 2, una [E,-algebra en una categoria usual monoidal
simétrica C es lo mismo que un monoide conmutativo en C. Es decir,
igual que antes tenemos una unidad y un producto - : A® A — A, pero
ahora este producto es conmutativo, es decir a-b = b-a. En particular,
una [E,-algebra, con n > 2, en Vectyg es lo mismo que una K-dlgebra
conmutativa.

El caso de Cat es un poco distinto. Ahora obtenemos, para cada
dos objetos A y B de nuestra categoria monoidal C, dos isomorfismos
Vap  A®B -+ B®Ayypa: B®A— A® B. Estos isomorfismos
estan sujetos a ciertos axiomas, determinados por la conmutatividad
de dos diagramas hexagonales, que se deducen naturalmente de las
relaciones de trenzado. Asi, una categoria monoidal equipada con estos
isomorfismos se denomina una categoria monoidal trenzada. Paran > 3
tenemos ademads la igualdad v4 5 © 7.4 = idagn, lo que nos da una
categoria monoidal simétrica.

3.7. La tabla periddica de las categorias. Representamos

(k,n) = (orden categérico , indice en E,,).

,1). Monoide (algebra asociativa).

,n > 2). Monoide conmutativo (dlgebra conmutativa).
, 1). Categoria monoidal.

,2). Categoria monoidal trenzada.

,n > 3). Categorfa monoidal simétrica.

n
NN N N N
N DN DN = =

4. ALGUNAS CONSIDERACIONES ADICIONALES

[Aqui, seguimos a Ben-Zvi [Ben, Chapter 14]]

4.1. Espacios de configuracién. Otra forma de representar la 6pe-
rad [E, es utilizando espacios de configuracion en vez de espacios de dis-
cos pequenios. Recordemos que el espacio de configuracion de k puntos
en D™ es el conjunto

Conf, D" = {k — D"}

de aplicaciones inyectivas del conjunto de k-elementos en D"; es decir,
es el conjunto de posibles configuraciones de k£ puntos en D™. Se puede
probar que este espacio es homotépicamente equivalente a D, (k).
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4.2. Espacios de lazos iterados. Dado un espacio topolégico con
punto base (X, x), se define el correspondiente espacio de lazos iterados

0" X = Hompep, ((R",R™\ D"), (X, 2)).

Esto es, un lazo iterado es una aplicacion continua o : R™ — X tal que
o(a) = z para todo a ¢ D". Nétese la éperad D, actiia en los espacios
de lazos iterados. En efecto, para cada k € N tenemos una aplicacién

D, (k) x ("X)* = Q"X (¢,0) > o°

definida como sigue

“(q) oi(c;'(a)) sia€c(D"), paraalgini=1,...,k,
¢(g) —
T en caso contrario.

Por tanto, Q2" X es una D,,-4dlgebra en Top.

En particular, como, por definicién 7, (X, x) = mo(2".X), el hecho de
que Q"X sea una E,-dlgebra prueba que 7, (X, z) es conmutativo para
n > 2.

Ademas, se tiene el siguiente resultado.

4.3. Teorema. SiY es un espacio topologico “suficientemente cone-
zo”, entonces existe una biyeccion entre el conjunto de isomorfismos
Y — Q"X para algun X, y el conjunto de estructuras de E,-dlgebra
enY.

4.4. Aditividad de Dunn—Lurie. Los discos se pueden introdu-
cir en discos de dimensiéon superior, es decir D™ y D™ se introducen en
D™t A nivel de 6perads esto nos permite ver E,, y E,,, como “subdpe-
rads” de E,,,. Esto permite definir un morfismo

Dunn [Dun88] (y Lurie [Lurl7], en el contexto co-categoérico) demostrd
que esto da una equivalencia de operads. En particular, para cualquier
(00, 1)-categoria monoidal simétrica C se tiene una equivalencia

AIgEn+m €) — Algg, (Algg, (C)).

5. LA co-CATEGORIA DE DISCOS

[Aqui, seguimos los articulos de Ayala y Francis [AF15; AF19]. Ver
también las notas de Hiro Lee Tanaka [Tan20].]

5.1. Vamos a dar ahora una descripcion de la 6perad E,, v de las E, -
algebras, en términos de una oo-categoria de discos. Sera el modelo que
emplearemos para definir la homologia de factorizaciéon, tal y como lo
hicieron Ayala y Francis.
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5.2. Definimos la categoria topoldgica M,,, cuyos objetos son n-
variedades que admiten un recubrimiento finito por n-bolas cuyas inter-
secciones son a su vez homeomorfas a n-bolas. El espacio de morfismos
es el espacio de encajes Hom y, (M, N) = Emb(M, N), equipado con la
topologia compacto-abierto. Ademas, dotamos a M,, de una estructura
monoidal simétrica por medio de la unién disjunta []. Dentro de M,,,
consideramos la oo-subcategoria monoidal simétrica D,, C M,, cuyos
objetos son uniones disjuntas (finitas) de n-bolas [ [, R".

5.3. BO(n). Todo grupo G puede verse como una categoria usual si
consideramos una categoria con un solo objeto y con morfismos dados
por G, a su vez, esta categoria puede verse como un co-grupoide BG. La
realizacion topoldgica de este co-grupoide es un espacio topolégico BG,
el espacio clasificador de los G-fibrados principales. Dar un morfismo
X — BG equivale a dar un G-fibrado principal £ — X, el pullback
del G-fibrado universal EG — BG. En términos de oo-grupoides, dar
un morfismo X — BG equivale a dar un G-fibrado principal £ — X,
a través del diagrama

donde * = A° es el punto.

Estamos particularmente interesados en el n-ésimo grupo ortogonal
real G = O(n) = O,(R). El co-grupoide BO(n) es equivalente a la oo-
subcategoria &, C M, cuyo tnico objeto es el espacio R". En efecto,
esta equivalencia equivale a dar una equivalencia de homotopia entre
el grupo topolégico Emb(R™ R™) de encajes de R™ en si mismo y el
grupo de Lie O(n), y dicha equivalencia es bien conocida, dada por la
siguiente cadena

Emb(R™ R™) +—— Emby(R",R") +—— GL,(R) +—— O(n),
w W ~G-5 ~
donde G—S denota la aplicacién natural inducida por el algoritmo de
Gram—Schmidt. En particular, esto induce una equivalencia de oo-
categorias
PShv(&,) ~ Spaces /o,
donde Spaces denota la co-categoria de co-grupoides.

n)’

5.4. El clasificador tangente. Tenemos la siguiente cadena de fun-
ctores

7: M, —— PShv(M,) —— PShv(&,) ~ Spaces o),
donde el primer functor es la inmersién de Yoneda, y el segundo esta

dado por restricciéon de M, a &,. Componiendo, a cada n-variedad M
en M,, le podemos asociar un morfismo 75y : 7(M) — BO(n). Este
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morfismo es simplemente el morfismo 7, : M — BO(n) que clasifica el
fibrado tangente TM — M (o, para ser mas exactos, su correspondiente
O(n)-fibrado principal de referencias ortogonales) [Esto es un ejercicio
interesante].

5.5. Referencias moviles. Dado un espacio B — BO(n), una B-
referencia en una n-variedad M es una aplicacién continua g : M — B
tal que el siguiente diagrama conmuta

M —% B

~

™ l
BO(n).
Equivalentemente, g corresponde a una seccion del producto fibrado

B XBO(n) M — B

| |

M —2— BO(n).

Recordemos que una referencia movil (aka sistema de referencia,
aka framing) en una n-variedad M es simplemente una trivializacién
del fibrado tangente T'M. Por tanto, en este lenguaje una referencia
movil es simplemente una *-referencia, donde * es el punto, con su
morfismo natural x — BO(n).

También podemos reinterpretar una orientacion como una BSO(n)
referencia, donde BSO(n) — BO(n) es el morfismo inducido por la
inclusién SO(n) < O(n). En efecto, BSO(n) — BO(n) es un espacio
recubridor de dos hojas, y su pullback a M es el recubridor orienta-
do M — M, para el cual dar una seccién suya equivale a dar una
orientacién de M.

Denotamos por M2 la oco-categoria monoidal simétrica de las n-
variedades topologicas con una B-referencia, que se puede obtener como
el producto fibrado

MJ ——— Spaces
M, —— Spaces o)

En particular, el espacio Emb® (M, N) de encajes M — N que preser-
van ciertas B-referencias se obtiene como el pullback homotopico

Emb® (M, N) ——— Mapgz(M, N)

| |

Emb(M, N) —— Mapgo(,) (M, N).
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Los tipos de homotopia de estos espacios Emb® (M, N) son ficiles de
tratar. Esto es debido a que una B-referencia g : R® — B determina
una equivalencia de homotopia entre Emb® (R™,R"™) y Q,B, el espacio
de lazos definido como

QB={0:10,1] - B:0(0) =0(1) =g(0)}.
En efecto, como R™ es contractible, tenemos
Mapg(R",R") =~ Map(g(0), g(0)) = QB
y, ademas,

Mapgo ) (R™, R") > Mapgg, (%, ¥) ~ QBO(n) ~ O(n) ~ Emb(R",R").

5.6. Recuperando E, (y mucho mas). Podemos considerar ahora
la co-categorfa monoidal simétrica DZ definida como la co-subcategoria
plena de MP cuyos objetos son uniones disjuntas de n-bolas con B-
referencia. En particular, cuando B = *, denotamos D = D7,

Esta oo-categoria DT contiene la misma informacién que la éperad
E,. En efecto, para cada conjunto finito I, tenemos una equivalencia
de homotopia

D,,(I) ~ Hompy (] [R", R™).
I

En particular, podemos (re)definir una E,-algebra en una oo-categoria
monoidal (C,®) simplemente como un functor monoidal

A:DF —C.

Més generalmente, definimos una DZ-dlgebra en C como un functor
monoidal

A:DP —C.
Podemos también considerar la co-categoria de las DZ-4lgebras

Algps(C) := Fun®(Df,C).

5.7. Homologia de factorizaciéon. Es habitual en mateméticas es-
tar interesados en functores monoidales

Z M —c,

por ejemplo, cuando uno estudia teorias topoldgicas de campos (TFTs).
Restringiendo a DP una Z como esta induce un “algebra de operadores
locales” A : DB — C, que es una DZ-algebra. Una pregunta natural es
entonces si es posible recuperar, a partir de una DZ-4lgebra, un functor
Z : MZ — C que cumpla una serie de buenas propiedades. Esto nos lo
dara la homologia de factorizacion.

Dada una DZ-algebra A en C, se define su homologia de factorizacion
A MB—C M~ fM A, como la extension de Kan por la izquierda
en el diagrama
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DB _A ¢
| o

s

MB.

En particular, dada una variedad M, su homologia de factorizacion
| 1 A se obtiene como el colimite

/MA - HI££M®A(R ).

el

6. SIGUIENTES PASOS

Enumeramos a continuacion algunas sugerencias para continuar el
seminario:

Colimites homotdpicos y extensiones de Kan en oo-
categorias. Como primer paso importante, conviene entender
estas construcciones generales, para tratar de visualizar la defi-
nicion de la homologia de factorizacion. Conviene conjugar esto
con las otras definiciones alternativas dadas por Ayala-Francis
(como colimite de un diagrama en categorias discos relativas).
Ejemplos. Homologia de Hochschild. Habria que entender
varios ejemplos. En las notas de Hiro Lee Tanaka [Tan20] vienen
unos cuantos. En particular es muy importante el ejemplo de S*,
que da la homologia de Hochschild. Conviene entonces entender
la homologia de Hochschild (para un algebra asociativa y maés
generalmente para una [E;-dlgebra en Chaing, también conocida
como una A..-dlgebra).

Accion del mapping class group. Parece ser que una propie-
dad importante de la homologia de factorizaciéon es una accién
del mapping class group. En particular, hay una accién de S! en
la homologia de Hochschild que parece ser muy bien conocida, e
importante; convendria entender esto.

Caracterizacion axiomatica. El resultado principal de Ayala
y Francis [AF'15] es la caracterizacion de la homologia de facto-
rizacién en términos de ciertas propiedades (®-escision, etc).
Hacia las TQFTs y la hipétesis del cobordismo. Un camino
natural es ver como esto conecta con las TQFTs y cémo puede
servir para “atacar” la hipdtesis del cobordismo. Aqui, no conoz-
co referencias, pero un sitio para empezar podria ser el ultimo
capitulo de [Tan20].

Conexioén con variedades de caracteres de grupos cuanti-
cos. Esto puede ser un buen colofén al seminario, para conectar
con algo mas cercano a nuestros temas de investigacion.
Conexién con Langlands geométrico, algebras quirales,
etc.. Igual que antes, a lo mejor Luis nos puede contar algo.
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